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MEMORIE E COMUNICAZIONI. 



SUR QUELQUES POINTS DU CALCUL FONCTIONNEL; 
Par M. Maurice Fréohet (Paris) *). 



Adunania del aa aprile 1906. 



INTRODUCTION. 



I. On s'accorde assez généralement à considérer un nombre y œmme fonction de 
la variable x, quand à toute valeur numérique de x correspond une valeur bien déter- 
minée de y. Lorsqu'on impose à cette correspondance certaines conditions de continuité, 
dérivarion, etc., on obtient des classes de fonctions jouissant de propriétés précises. C'est 
rémde de ces propriétés qui constitue le principal objet de l'Analyse moderne. 

La notion de fonction ainsi comprise a été progressivement étendue dans plusieurs 
directions (par exemple en ce qui concerne l'uniformité) et en particulier au point de 
\iie de ce qu'on doit prendre pour variable. Depuis longtemps, on a considéré des 
fonctions de deux, de trois, ou même de n variables numériques. Les autres générali- 
sations sont plus récentes. Ainsi, M. Le Roux a été amené à étudier les fonctions dont 
la valeur dépend non plus de n, mais d'une suite infinie de variables indépendantes 
(xviii) **). MM. Volterra (xv) et Arzelà (v) paraissent avoir été les premiers à étu- 
dier systématiquement les fonctions dont la valeur dépend de la position et de la forme 
d'une ligne variable. M. Hadamard (xi) a considéré une classe particulière de fonc^ 
rions dont la variable est la forme d'une fonction ordinaire. 

Nous nous placerons dans ce Mémoire à un point de vue tout à fait général qui 
embrasse ces différents cas. 

Pour cela, nous dirons qu'une opération fonctionnelle U est définie dans un en- 
semble E d'éléments de nature quelconque (nombres, courbes, points, etc.) lorsqu'à tout 
élément A de E correspond une valeur numérique déterminée de 17: U{Â). La re- 
cherche des propriétés de ces opérations constitue l'objet du Calcul Fonctionnel. 



•) Thèse présentée à la Faculté des Sciences de Paris pour obtenir le grade de Docteur es Sdences. 
^ Les chiffres romains renvoient à la bibliographie rejetée à b fin du Mémoire. 

Amtà, Cire Mmtmm, FaUrmo, t. XXU (1906). — Sumpato il a8 maggio 1906. * 
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Le prisent travail est une première tentative pour établir systématiquement quelques 
principes fondamentaux du Calcul Fonctionnel et les appliquer ensuite à urtains exemples 
concrets, 

2. Dans ce but, il a d'abord fallu généraliser la théorie des ensembles linéaires qui 
a fait faire tant de progrès à celle des fonctions d'une variable. On pourrait objeaer que 
pendant longtemps la théorie des fonctions a pu se passer de la considération des en- 
sembles ponctuels. Mais l'étude préalable des ensembles s'impose avec bien plus de 
force dans le Calcul Fonctionnel. Rien en effet (au début, du moins) ne vient jouer, 
dans le Calcul Fonctionnel, le rôle de l'intervalle dont la considération a suffi pendant 
si longtemps aux analystes pour la théorie des fonctions. 

L'utilité de cette étude préalable des ensembles étant admise, une difficulté se pré- 
sentait. La première généralisation qu'il était naturel de se proposer est celle de la notion 
de fonction continue. Or, si on veut l'étendre à des opérations dont la variable soit un 
élément de nature quelconque, il faut d'abord savoir ce que l'on doit entendre par élé- 
ments voisins ou par limite d'une suite d'éléments. Cela parait impossible: on a l'ha- 
bitude de donner une définition spéciale de la limite pour chacune des catégories d'é- 
léments considérés jusqu'ici : points, courbes, etc. J'ai tourné la difficulté par une mé- 
thode analogue à celle qui permet dans la théorie des groupes abstraits de raisonner 
sur un mode de composition non défini explicitement. 

Après avoir développé ce point de vue, je remarque que presque toutes les défi- 
nitions classiques de la limite (mais non toutes) peuvent se traduire de la manière sui- 
vante : Pour la catégorie d'éléments considérée, on peut faire correspondre à tout couple 
d'éléments Aj fi, un nombre (^4, B) ^ o, ayant des propriétés très analogues à celles 
de la distance de deux points et tel que : i° 5 coïncide avec A si (Aj 5) = o et 
2® B tend vers A si (-4, 5) tend vers zéro. En adoptant cette hypothèse moins géné- 
rale, mais cependant très étendue, on obtient des résultats plus précis et plus nombreux. 

La voie que nous venons d'indiquer nous a conduit à la généralisation de presque 
tous les théorèmes sur les ensembles linéaires et sur les fonctions continues (du moins, de 
ceux qu'on peut énonur d'une manure indépendante de la nature des éléments que l'on 
considère^ 

n fallait d'abord voir comment transformer les énoncés des théorèmes pour qu'ils 
conservent un sens dans le cas général. D fallait ensuite, soit transcrire les démonstra- 
tions dans un langage plus général, soit, lorsque cela n'était pas possible, donner des 
démonstrations nouvelles et plus générales. Il s'est trouvé que les démonstrations que 
nous avons ainsi obtenues sont souvent aussi simples, et quelquefois même plus sim- 
ples, que les démonstrations particulières qu'elles remplaçaient. Cela tient sans doute à 
ce que la position de la question obligeait à ne faire usage que de ses particularités 
vraiment essentielles. D'ailleurs, nous n'avons eu besoin dans cette Première Partie que 
des notions les plus élémentaires (en dehors de la définition et des propriétés de la 
puissance d'un ensemble). 

Dans la Seconde Partie nous avons appliqué les résultats généraux ainsi obtenus. 
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i dh-erses catégories d'éléments, chacune d'une nature déterminée. La seule diflSculté 
consistait à montrer que chacune de ces catégories se trouvait répondre aux conditions 
générales nécessaires pour la validité des théorèmes de la Première Partie. Cela fait, 
il ne restait plus qu'à énoncer ces théorèmes dans chaque cas. Nous attirons en particu- 
lier l'anention sur la définition que nous avons donnée de « l'écart » de deux courbes, 
de deux fonctions holomorphes, etc. Il semble que ce soit par ce seul moyen qu'on 
puisse (en généralisant ainsi la notion d'intervalle) s'affranchir un peu de la considé- 
ratioD des ensembles. 

Chemin faisant, nous avons précisé la définition de deux courbes et complété un 
théorème imporunt de M. Arzelà sur les ensembles « compacts » de courbes. 
D'ailleurs une table des matières indique en détail les divisions adoptées. 
J'ose espérer que les propositions nouvelles que j'ai pu obtenir dans le cas des 
courbes par exemple, justifieront l'utilité des considérations générales dont je les ai dé- 
duites. Mais si la preuve restait à faire de cette utilité pour les applications, elle résul- 
terait manifestement de l'usage qui a été déjà fait des cas particuliers classiques; par 
exemple par M. Arzelà en ce qui concerne les ensembles de fonctions (vi, viii) et par 
M. Le Roux pour l'espace à une infinité de dimensions (xix). 

3. Pour plus de netteté, les propositions que je crois nouvelles sont les seules im- 
primées en italiques. Quelques-unes d'entre elles ont d'ailleurs été déjà présentées à l'A- 
cadémie des Sciences les 21 Novembre 1904, 2 Janvier, 27 Février, 20 Mars et 27 
Novembre 1905, ou publiées sous une autre forme dans une Note des Transactions of 
the American Mathematical Society (xxvii). Enfin, pour ne pas être trop long, j'ai laissé 
de côté des recherches se rapportant à d'autres parties du Calcul Fonctionnel et que 
j'avais publiées ailleurs (xxvii). 

Je ne veux pas terminer cette Introduction sans exprimer la reconnaissance que 
je garde à mes maîtres pour les encouragements qu'ils n'ont cessé de me donner. Je 
dois remercier tout particulièrement M. Hadamard qui a bien voulu s'intéresser au 
développement de ce travail et dont les précieuses remarques m'ont amené à en per- 
fectionner en bien des points la rédaction. 
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PREMIÈRE PARTIE. 



INTRODUCTION DE LA NOTION DE LIMITE 
DANS LES ENSEMBLES ABSTRAITS. 



Chapitre I. 
Notions générales sur les ensembles d'éléments d'une classe (L). 

4. Objet du Calcul Fonctionnel. — Considérons un ensemble E formé d'éléments qud- 
cpcques (nombres, points, fonctions, lignes, surfaces, etc.) mais tels qu'on en sache 

".^'discerner les éléments distincts. A tout élément A de cet ensemble faisons correspondre 
un nombre déterminé U(^A); nous définissons ainsi ce que nous appellerons une opé- 
ration foncHonnelk uniforme dans jE". 

L'étude de ces opérations est l'objet du Calcul Fonctionnel. Il est à présumer que 
les propriétés de chaque opération dépendront, d'une part des propriétés de l'ensemble 
dans lequel elle est définie, d'autre part de la nature de la correspondance qui définit 
l'opération, c'est-à-dire de la correspondance (non univoque) entre les éléments de E 
et certains nombres qui sont les valeurs de l'opération. On voit donc que le calcul 
fonctionnel comprend nécessairement une théorie préliminaire des ensembles. 

5. Théorie des ensembles, — Les résultats qu'on obtiendra dans une telle théorie seront 
d'autant plus étendus qu'on s'adressera à des ensembles plus généraux. Pour obtenir la 
plus grande généralité possible, il y aurait donc lieu de chercher d'abord des résultats 
applicables à des ensembles abstraits, c'est-à-dire dont on ne spécifie pas la nature des 
éléments. 

Les résultats les plus importants qui ont été obtenus jusqu'ici dans cet ordre 
d'idées sont ceux qui concernent les notions (introduites par M. G. Cantor) de puis- 
sance d'un ensemble et d'ensemble ordonné. 

Pour la Première Partie de ce travail, je n'aurai à supposer connus (en dehors 
des notions mathématiques les plus élémentaires) que ces résultats, et même seulement 
les plus simples d'entre eux *). En particulier, je n'aurai pas à utiliser la théorie des 
ensembles linéaires et des fonctions continues qui apparaîtra, au contraire, comme un 
corollaire très particulier de notre théorie générale. 

6. La notion de limite dans les ensembles abstraits, — Les résultats les plus connus et 
en fait les plus importants de la théorie des ensembles sont ceux que l'on déduit de la 
notion de limite d'une suite d'éléments. Or, on n'introduit jamais cette notion qu'après 
avoir abandonné l'étude des ensembles abstraits et en spécifiant bien nettement la nature 
des éléments que l'on considère. C'est le même fait qui se produisait lorsqu'on dévelop- 



•) Voir par exemple n, pages i, 2; et ra, pages 27, 28. 
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pait séparément les théories des groupes de mouvements, de substitutions, de transfor- 
madons, etc., où chaque catégorie d'éléments donnait lieu à un mode de composition 
parfaitement défini, mais dont la définition variait d'une catégorie à l'autre. On ne put 
arri\-er à une théorie commune qu'en s' abstenant de donner une définition générale de 
ce mode de composition, mais en recherchant les conditions communes aux définitions 
particulières et en ne retenant que celles qui étaient indépendantes de la nature des 
éléments considérés (xxiv). C'est aussi d'après le même point de vue qu'on a été amené 
â simplifier l'étude des forces, des vitesses, des rotations, etc., en les faisant précéder 
d'uDC théorie des veaeurs. Cette idée se retrouve un peu modifiée dans l'usage qui tend 
à se répandre des définitions « descriptives » particulièrement préconisées par M. Drach 
(ixi). Telles sont, par exemple, les définitions de la mesure d'un ensemble qui ont été 
proposées par M. Borel *) et M. Lebesgue (rv, page 102); la définition de l'aire in- 
troduite par M. Hadamard dans ses Leçons de Géométrie Élémentaire (Armand Colin, 
18^8), etc. Mais il y a cette difiérence que dans la définition « descriptive » on énonce 
des propriétés caractéristiques de l'être que Von veut définir (iv). Au contraire, dans la 
théorie des groupes abstraits, le mode de composition est supposé défini à l'avance dans 
chaque cas particulier; mais on ignore volontairement cette définition pour ne retenir 
que certaines conditions générales qu'elle remplit mais qui ne la déterminent pas. 

En procédant ainsi, il arrive que certaines démonstrations sont rendues plus diffi- 
ciles puisqu'on se prive d'une représentation plus concrète. Mais ce que l'on perd ainsi, 
on le regagne largement en se dispensant de répéter plusieurs fois sous des formes dif- 
férentes les mêmes raisonnements. On y gagne souvent aussi d'apercevoir plus nette- 
ment ce qui dans les démonstrations était véritablement essentiel et de les simplifier 
ainsi en les débarrassant de ce qui ne tenait qu'à la nature propre des éléments con- 
sidérés. C'est ce que nous allons essayer de faire pour le Calcul Fonctionnel et en par- 
ticulier pour la théorie des ensembles abstraits. 

7. Si l'on examine avec soin les diverses définitions classiques de la limite d'une suite 
de nombres ou d'une suite de points ou d'une suite de fonctions, etc., on remarque 
immédiatement que toutes ces définitions satisfont à deux conditions I et II que l'on 
peut énoncer indépendamment de la nature des éléments considérés. Ce sont ces condi- 
tions qui nous sufliront tout d'abord pour généraliser certaines propositions de la Théo- 
rie des Fonctions. 

Dorénavant, nous nous limiterons donc à l'étude des ensembles tirés d'une elesse (L) 
d'éléments de nature quelconque mais satisfaisant aux conditions suivantes: on sait di- 
stinguer si deux éléments de la classe (L) sont distincts ou non. De plus, on a pu donner 
une définition de la limite d'une suite d'éléments de la classe (L). Nous supposons donc 
qu'étant choisie au hasard une suite infinie d'éléments (distincts ou non) de la classe (£), 
on puisse dire d'une façon urtaine si cette suite ^^ , ^, , . . . , ^^ , . . . a ou non une limite 



*} « Dans tous les cas, elle procède de la même idée fondamentale : définir les éléments nouveaux 
c que l'on introduit à l'aide de leurs propriétés essentielles, c'est-à-dire de celles qui sont strictement in- 
«dispensables pour les raisonnements qui doivent suivre» (i, page 48). 
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qud que soh q. Si on fait croître q indéfiniment, on aura à la limite 
mA)-UiAJ^t, pour n>p. 

Cda prouve que U est continue en tout élément A de E. 

De plus, on voit que si les opérations d'une famille ^ sont paiement continues 
dans jE", il en sera de même des opérations de la famille ^, , formée par Tensemble de 
opérations limites dans E d*une suite infinie d'opérations de ^ (s'il y en a). 

Supposons maintenant que E soit un ensemble extiémal. Si des opérations égale- 
ment continues t/, , t/, , ... convergent vers une limite U dans un ensemble extremal 
Ej la convergence est nécessairement uniforme. Sans quoi, on pourrait trouver un 
nombre c> o tel que, quel que soit «, il y ait un élément -^^ de £ et un entier />,>« 
pour lesquels 

et puisque E est extremal, on peut supposer que A^j A^j ... tendent vers un élément 
A de E. On aura donc: 

Puisque Up^{A) tend vers UÇA) et que les opérations 17,, t/^, ... sont paiement 
continues, on pourra trouver k' et k" de façon que le dernier terme sdt inférieur i 

— pour « > i' et que les deux premiers soient inférieurs chacun à — pour n > k'\ 
On aura donc pour n > i' -j- i" : 

\U,SO-UiAJ^t. 

Nous arrivons donc bien à une contradiction. 

17. 2'""' Lemme. — Considérons une suite d'opérations 17,, t7^, ... convergente 
dans un ensemble D. Si ces opérations sont également continues dans l'ensemble F 
formé des éléments de D et de son ensemble dérivé D', la suite considérée est aussi 
convergente dans F. 

Il suffit de démontrer que la suite est convergente en tout élément A limite d'une 
suite d'éléments de D: A^y A^j ..., A^, ... Or, on peut, étant donné «>o, trouver 
p td que: 

\U,(A)-U,iA,)\<j-, 

pour n^ py quel que soit y, puisque les opérations sont également continues. Pre- 
nons une valeur déterminée de n'^p^ par exemple «=/>-}"^- Puisque la suite 
^X^f^i\ ^iiAp^i\ • • • ^^^ convergente, on peut trouver un entier r tel que l'on ait: 

quel que soit k. 

Alors on aura, quel que soit l'entier i, 

+ \UXA,^,)-UXA-)\<t. 
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D'après un théorème de Cauchy, cela prouve que la suite U^ (-4), U^ (^A)^ . . . 
est convergente. 

i8. 3^« Lemme. — Pour que des opérations continues dans un même ensemble 
extremal E forment une famille compacte ^, il faut qu'elles soient également continues 
et bornées dans leur ensemble. 

Si ces opérations n'étaient pas bornées dans leur ensemble, il y en aurait une: 
U^ quel que soit n, dont la valeur absolue serait supérieure à n en quelque élément 
J^ de f . 

Puisque la famille ^ est compacte, on peut supposer que Î7, , t/^ , ... convergent 
uniformément vers une opération U continue dans £", et que U^ (A^) tend encore vers 
l'infim. Alors on aura 

\UX^,)\ ^ If^.K) - U(AJ + WiAJ. 

Lorsque n croît indéfiniment, le premier terme du second membre tend vers zéro; 
le second reste fini puisque U est une opération continue dans un ensemble extremal 
(n® II). Il est donc impossible que le premier membre croisse indéfiniment. 

De même, si les opérations de ^ n'étaient pas également continues, on pourrait 
trouver une suite d'éléments de E: A^y A^^ ...j tendant vers un élément A de £", et un 
nombre e tels que, quel que soit «, il existe une opération de ^: U^ et un ender 
p,'^ n pour lesquels : 

\U,(A) - U,iA,,)\> z. 

Comme la famille ^ est compacte, on peut dire en somme qu'il existe une suite 
d'éléments de JE" : ^', , ^'^ , . . . tendant vers un élément A de £, et une suite d'opéra- 
tions de ^ : tr , ü^ , ... qui convergent uniformément vers une opération U, de façon 
que l'on ait: 

iv^iA) - u:ìa:)\> t. 

(H suflSt d'extraire convenablement ces deux suites des suites Ap^j Ap^y ... et t/^, t/^, ...). 
Mais alors: 

W.i^ - U'M'J ^ |C7«) - U'XA'J + \U:(iA) - U(iA)\ + \U(A)-U(ÌA:)\ 

et, prenant n assez grand, on voit comme précédemment qu'on pourra rendre le second 
membre inférieur à e, d'où la contradiction annoncée. 

Afin d'arriver au théorème général, j'énoncerai une dernière proposition qui est 
démontrée plus loin sous une autre forme (n° 66). 

Si l'on considère pour chaque valeur entière de n, une suite infinie S^ de nombres 
^'^ ,x[^\ ... x^l^\ . . . , compris pour chaque valeur de />, quel que soit «, entre deux 
nombres fixes X^ et pi^, on peut extraire de la suite 5, , S^, ... une suite 5«, , S«,, * . . 
d'indices croissants tels que x^/?^ tende vers une limite x^, quel que soit le nombre fixe 
p quand n croît indéfiniment. 

ig. Nous sommes maintenant en mesure d'énoncer le théorème général suivant: 

Théorème. — Pour que des opérations continues dans un même ensemble extremal 
E formé d'aéments d'une classe (L), qui appartiennent à un mime ensemble dinombràble 
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D au à san dérivé IK, forment um famille compacte ^, il faut et il suffit que les opé- 
rations de ^ soient également continues et bornées dans leur ensemble en tout élément de R 

La condition est nécessaire d'après le dernier Lemme. Pour démontrer qu'elle est 
suffisance, il suffit de démontrer que, de toute suite infinie d'opérations de ^ : f/^ , f/^ , ... 
on peut extraire une suite qui converge uniformément dans E vers une opération qui 
sera nécessairement continue dans £. 

En effet, appelons A^j A^, ... la suite des éléments de l'ensemble dénombrable D 
et considérons la suite S. des nombres x',"* = U^{A^^ . . . , x^J** = U^ÇA ), ... 
Puisque les opérations de ^ sont bornées dans leur ensemble en tout élément de D, 
ces nombres x^"' sont, pour chaque valeur de />, compris, quel que soit n, entre deux 
nombres fixes X^ et (x^. D'après la dernière proposition que nous avons rappelée, on 
pourra donc extraire de la suite S, , S,, ... une suite S,^ , S.^, ... d'indices croissants, 
telle que x^"f * =i U,^ {A^ converge vers une cenaine Umite x^ et cela quel que soit p. 
Cela veut dire qu'on peut extraire de la suite 17, , t/^ , ... une suite d'opérations 
t/«,, C7«,, . . . , t/.^, ... convergente en tout élément de D, 

D'après le deuxième Lemme, cette suite d'opérations sera aussi convergente en tout 
élément de E\ d'après le premier Lemme la convergence sera uniforme, et par suite 
la limite continue dans E, 

I*'* Remarque. — Si l'on ne suppose plus que l'ensemble E est extremal, la démon- 
stration précédente prouve encore quelque chose. Elle prouve que si les opérations de ^ 
sont également continues et bornées dans leur ensemble en tout élément de jE" ^ D -}- -D*, 
on pourra extraire de toute infinité d'opérations de ^ une suite qui tend vers une opé- 
ration continue dans £. Mais on ne saura pas si la convergence est uniforme. D'ail- 
leurs, on peut citer des exemples où, dans ces conditions, la convergence est non uni- 
forme. Elle sera toujours uniforme dans tout ensemble extremal contenu dans E, 

2èine Remarque. — Il pourrait sembler que la condition jE" ^ Z) -}- D\ où D est dénom- 
brable, est une condition introduite artificiellement dans le seul but d'assurer l'exactitude 
du résultat. Nous verrons plus loin que c'est au contraire le cas général qui se pré- 
sente dans les applications (n°' 45, 52). 

20. L'opération limite supérieure (fun ensemble d'opérations. — Considérons une fa- 
mille Jf d'opérations uniformes dans un ensemble E, En chaque élément A de £, 
nous pouvons définir un nombre L(^A) qui soit la limite supérieure des valeurs en ^ 
des opérations de Jj. Si les opérations de^ sont bornées dans leur ensemble en tout 
éléiiicnt de /:', nous déterminerons ainsi une opération uniforme dans £, que nous 
appellerons la limite supérieure de ^. 

Tmi'okkmi:. — fttant donnée une famille ^ d'opérations bornées dans leur ensemble 
et également continues dans un ensemble quelconque £, la limite supérieure de ^ est une 
opération continue dans E. 

Ce théorènic a été démontré par M. Arzelà (v, page 9) dans le cas où les élé- 
ments sont des points d'une droite. Sa démonstration se généralise immédiatement au 
cas actuel en se souvenant que notre définition de la continuité rend inutile l'emploi 
des intervalles. 
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21. Remarque. — Nous avons vu dans ce qui précède comment on peut arriver à 
généraliser certains théorèmes connus dans les classes si étendues que nous avons appelées 
; dasses (L). Néanmoins le petit nombre des hypothèses que nous avons faites sur les 
dasses (L) ne nous permettra pas de poursuivre cette extension. On s'aperçoit bien 
Yitt que certaines propositions fondamentales de la théorie des ensembles linéaires et 
des fonctions continues, dont l'énoncé mis sous forme convenable peut garder un sens 
jxwr les classes (L), que ces propositions, dis-je, ne sont plus vraies pour toute classe 
(I). Par là-même échoue toute tentative de généralisation des propositions ultérieures 
anxqudles elles servent de base. 

Les ensembles dérivés. 

aa. Nous donnerons en exemple l'une des plus importantes d'entre elles : l'en- 
semble dérivé d'un ensemble linéaire est fermé. Cette proposition est elle applicable à 
des ensembles d'éléments d'une classe (L) quelconque ? La réponse est négative. 

Considérons en effet la classe (C) des fonctions d'une variable x définies dans un 
intervalle fixe Jio^x ^i et convenons de dire qu'une suite de telles fonctions: 
fX^\ /,(x), ... tend vers une fonction f(x) si, pour chaque valeur x de l'intervalle /, 
/,(x) a une Umite finie /(x). Cette définition satisfait bien aux conditions I et II du 
n** 7. Donc cette classe (C) est une classe (L). Cependant l'ensemble dérivé d'un en- 
semble quelconque d'éléments de la classe (C) n'est pas nécessairement fermé. 

•) n suffit de considérer Tensemble E des fonctions continues dans /. L'ensemble £* des fonctions 
lixmtes de fonctions continues est l'ensemble des fonctions de classes o ou i au sens de M. Bairb 
(m, page 126). Or on sait qu'il y a des fonctions de classe 2 (même citation), c'est-à-dire qu'il y a 
des fonctions limites de fonctions de E' et n'appartenant pas à E. 

33. Umitês de fonctions limites, — Nous nous écarterons un moment de notre sujet pour signaler 
une proposition à laquelle l'exemple précédent donne un certain intérêt. 

Considérons un ensemble de fonctions /J^^^ {x) définies dans l'intervalle / et telles que : 1° la suite : 

/("(x), //'(x), ... flP\x), ... 
ait une limite déterminée /„ (jc) et ceci quel que soit n ; 2° la suite : 

,. . ,, . , ,, /.w. /.w /»w. ••• 

ait une Unute détermmée j(x). 

D'après ce qui précède, il ne sera pas toujours possible de trouver deux suites d'entiers n^ , 
«2 > '" y Piy p2^ '" telles que l'on ait : f(x) = ]imf/r)(x). 

Cette remarque justifie l'intérêt qui s'attache au théorème suivant: 

Théorème. — Considérons des fonctions fj^ (jc), f„ (x), f(x) définies dans un même intervalle J, quels 
que soient les entiers n, p et telles que: 
(I) Kx) = iimf,(x), /.(*) = Km/iW(x). 

S'il est en général impossible de choisir des entiers n^ , p^ tels que l'égalité 

f(x) = ïïmf//(x) 

soit vérifiée en tout point de J, du moins est-il toujours possible de les déterminer de façon que cette égalité 
soit vérifiée en tout point de J sauf en un ensemble de points de mesure nulle **). 



*) Dans la PKBioftKE Paktix, les sujets qui exigent des connaissances un peu spéciales sont imprimés en petits caractères. 
**) Voir pour U signification de cette expression : n, page 16. 
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Pour le démontrer, je m*appuierai sur deux remarques préfiminaires : i^ Supposons pour siDopSr 
fier que rintcrv'alle / soit rintervalie (o, i): Si on considère une suite d^ensembles de points de/: £,, 
Et, ... ayant pour mesures i — m, , i — m, , . . . , Tensemble des points communs à tous ces en- 
fembL's a une mesure au moins égale i i — (»", + '»a + •-•)- 2** M. Borel a démontré (n, page 37) 
que, quel que soit le nombre fixe i >> o, Fensemble de points où le reste de rang 11 d'une série eoo* 
vergente de fonctions de x dans / est en valeur absolue phis grand que c, est un ensemble dont h 

mesure tend vers réro avec . 

Il 

Soient alors t et a deux nombres quelconques compris entre o et i; on peut trouver un entier 

g (T 

q tel que b mesure de l'ensemble de points où |/ — /,|< soit supérieure à i pour n'^q — l. 

Puis, on pourra trouver, q éunt fixé, un nombre r tel que la mesure de Tensemble des points où 
\J — p'^\ < — soit aussi supérieure i i . En tout poim conunun aux deux ensembles précé- 
dents, on aura 1/^/1*^^1 < & et Tensemble de ces points communs a une mesure au moins égale à 
I — I f- — j = I — 9. Il en est donc de même a fortiori de Fensemble des points tels que 

|/-/î":<*- 

Cjcci étant, donnons à t et a deux suites successives de valeurs e, , t, , . . . ; a, , a, , ... Quel 
que »oit r, on pourra détennincr des entiers n„, p^ tels que l'ensemble G^ des points où Ton a 
|/— /[^^f'I < f^ ait une mesure supérieure à i — a^ . Appelons maintenant H, l'ensemble des points 
communs i G, , G^^,, G^^,, ... , G^^^y ... Sa mesure est au moins égale i i — (a^ -|- a^^, -|- ...) 
et en chacun de ses points on a \f ~-f^"^i^\ <*r^ç, quel que soit l'entier q. 

Or supposons qu'on ait choisi, comme cela est possible, les nombres e^ , 9^ de Êiçon que les 
t, tetkient en décroissant vers zéro et que la série ^, + ^a + — ^^ convergente. Par exemple, admet- 
tons qu'on ait t^=^^=: — j-. Alors on voit qu'on aura en tous les points de H^ : \f — Jm/-^ l^mTv" 

quel que soit ^, donc en tout point de H, la suite /«^' , jj^* , ... converge vers /. Dès lors, l'ensemble 
// des points où cette suite converge a une mesure au moins égale i celle de H^ quel que soit r, 

c'est-A-dire au moins égale à i — j -^ -f" f _î \z + • • • |» ^"^^ ^^^ ^^^^ ''• Autrement dit, l'ensemble 

H a môme mesure que /. 

34. REMARauES. — i^ Il y a un cas particulier important, où on peut s'arranger pour que l'ensemble 

H coincidi avec l'intervalle /. C'est celui où fj (x) tend uniformènunt vers /,(x), quel que soit ». En 
effet, dans ce cas, on peut choisir pour toute valeur de rt un entier p^ tel que l'on ait : 

/« W =/i^"\^) + -^ avec |t. Wl < I, 

quel que soit x. Alors on aura : 

g (x) 
/(x) = Hm/,(x) et o = Hm -^î^ , 

d ou : 

2° Si les égalités (i) n'étaient pas vérifiées nécessairement partout, mais l'étaient chacune dans un 
ensemble de mesure 2^ m (m nombre fixe), on pourrait s'arranger pour que l'ensemble H fut aussi de 
mesure ^ m. En particulier, si les égalités (i) étaient chacunes vérifiées sauf dans un ensemble de me- 
sure nulle, la démonstration précédente prouverait encore qu'on peut s'arranger pour que H coïncide 
avec / sauf en un ensemble de mesure nulle. 

Appliquons la remarque 1° en prenant pour les /„ (x) des fonctions continues quelconques. On 
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sait qa*on pourra prendre pour les yj^ (x) des polynômes avec convergence uniforme de fj^ vers /, . 
Donc, d'après i^ les fonctions limites de fonctions continues sont aussi limites de polynômes. Appliquons 
Bamiifnanr notre uiëorème en prenant pour /„ une fonction de première classe ; d'après ce que nous 
Tenais de dire, on pourra prendre pour les /i^^ des polynômes. Donc les fonctions de classe 2 
sont Emîtes de polynômes sauf en un ensemble de mesure nuUe. Appliquons maintenant la remarque 
2** en prenant pour /„ une fonction de classe 2. D'après ce qui précède, on pourra prendre pour les 
//* des polvTiomes, la convergence ayant lieu dans / sauf en un ensemble de mesure nulle. Donc les 
iîaactions de classe 3 sont aussi des limites de polynômes sauf en un ensemble de mesure nulle. Plus 
gcttéralement, touU fonction f(x) rentrant dans la classification de M. Baire (iu, page 126) pwt être corh 
siiérit ccmnu la limitt d'une suite de polynômes sauf en un ensemble de mesure nulle *). Si la suite de 
polv-nomes converge partout, f(x) est de classe o ou i. Si la suite des polynômes converge partout 
aaiibrmément, f(x) est de classe o; c'est-à-dire continue. Il suffit même que la convergence ait lieu 
panout quasi-uniformèment 



Chapitre IL 
Définition de la limite par le voisinage. 

a5. Nous avons déjà remarqué plus haut que l'extrême généralité des classes (L) 
œ permet pas de leur étendre un grand nombre des propriétés des ensembles linéaires. 
Pour obtenir des propriétés plus nombreuses, il y aurait lieu d'imposer de nouvelles 
restrictions à la conception des classes (L). Il faudrait les choisir de façon à satisfaire 
aux conditions suivantes: 1° ces restrictions devraient pouvoir s'énoncer indépendamment 
de la nature des éléments considérés; 2° elles devraient être satisfaites par les classes 
d'éléments qui interviennent le plus fréquemment dans les applications; 3° elles devraient 
fournir la généralisation cherchée des théorèmes sur les ensembles linéaires et les fonc- 
tions continues. 

36. Or nous avons observé (n° 22) que si Ton considère une classe (L) quelconque, 
l'ensemble dérivé d'un ensemble d'éléments de cette classe n'est pas toujours fermé. C'est 
pourtant une propriété qu'il aurait été assez naturel d'admettre, en la traduisant sous la 
forme suivante: Lorsque des éléments A^, A^^ ... d'une classe (L) sont chacun limite d'une 
suite d'éléments (par exemple : A^ = lim A[^^) et tendent vers une limite Aj cet élément 

A est lui-même limite des derniers éléments (par exemple : ^ = lim -^^/?0- L'exemple 

f—00 î 

que nous avons donné (n° 22) nous montre que cette propriété n'est pas une con- 
séquence de la définition des classes (L). Il prouve aussi qu'elle peut n'être pas véri- 
fiée, même parmi des classes (L) qui se présentent d'elles-mêmes dans la Théorie des 
Fonctions. 

37. Cependant la propriété précédente est compatible avec un grand nombre de 
définitions de la limite (particulièrement les limitss dites uniformes). Il y aurait donc lieu. 



*) J'ai énoncé ce théorème dans les Comptes Rendus du 20 mars 190$ : Sur la notion d'écart dans U calcul fonttitmtl. 
M. L£ns«OB A obtenu ce même théorème comme application de sa dèânition de Tintegrale. 

tLmU. Cwt. Maiêm. FàUrwto, t. XXII (1906). — Sumpato il 29 maggio 1906. 3 
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kjft d'étudier ce qui sc produit qu^nd od impose cene propriété comme condition sup* 
fj^tnrntairc à b définition de la limite, soit d'introduire une condition supplémentaiie 
:^ui cnirainit cette propriété comme conséquence. Or Texamen des cas déjà connus où 
cette propricté a lieu nous montre que c'est cette dernière circonstance qui se produit 
^/fit la forme suivante : 

Omsidcrons une classe (F) d'éléments de nature qodconque, mais tds qu'on sache 
discerner si deux d'entre eux sont ou non identiques et tds, de plus, qu'à deux qud- 
Uffi^i*^"^ d'entre eux A^ B, on puisse faire correqwndre un nombre (^, B)=(5, -^^o 
ri Ili i'>tjit des deux propriétés suivantes : i^ La condition nécessaire et suffisante pour 
(\ti4: Mt '0 ^^*^ ""1 ^^^ V^^ A Cl B soient identiques. 2* D existe ime fonction posi- 
fi^'C l'itti di-tcnnincc /(c) tendant vers zéro a\-ec c, telle que les inégalités (^, 5)^«, 
f //, C) ^ t entraînent (if, C) ^/(«), quels que soient les éléments -^, B, C Autrc- 
fr>enf <ii^ î' ^"^'< 9"^ C'^) ^) ^ (^9 Q soient petits pour qu'il en soit de même de 
{A ^^)' î^^'"* appellerons voisinage de ^ et de £ le nombre (^A, B). 

Ixô /-Unt, nous pourrons dire qu'une suite d'éléments de la classe QF): A^, A^y ... 

tend ver» un élément A y si le voisinage {A^y A) tend vers zéro avec — . Si une suite 

À //,... a une limite Ay elle ne peut en avoir qu'une, car si B était limite de la 

UiL'Uic »tïitt-, le» nombres (-^, AJ) et (5, ^J seraient infiniment petits avec — , donc 

aiift^i (Àf If) (2'*"'* condition). Alors (A, E) serait nul et par suite les éléments A^B 
fie ocraient pas distincts (i*'' condition). 

I;c pluÄ» cette définition de la limite satisfait bien aux conditions I et II que nous 
avdnft ini|H)ftécft en K^-néral à toute définition de la limite (n** 7) et cela grâce aux con- 
(iitionn 1" et 2" ini|K)sécs à la définition du voisinage. 

28. N/ariîiK)ins toute définition de la limite satisfaisant aux conditions I et H, ne 
pcui éirc (léthiiie de la notion de voisinage. Il nous suflSra pour le prouver de démon- 
trer le thcorcnie suivant. 

T\\ÌAì)ii}AV.. — L'tnsembie dérivé d'un ensemble d'éléments d'une classe (F) est un 

ensemble jermé. 

I:n effet, revenons aux notations employées plus haut. Puisqu'ici la limite est dé- 
duite du voisinage, on pourra faire correspondre à chaque entier n un entier q^ tel que 

{A, A^;) < — , et un entier />, ^ « tel que: (^,,, A^^x"^ < -i- . On aura donc : 



n 



iA, 4^0 </(-^) 



et par suite A\f-^ tend vers A quand n tend vers Tinfini. 

Si maintenant nous revenons à l'exemple de la classe (C) donné plus haut, nous 
voyons qu'il fournit une classe (L) où il est impossible de construire une définition 
quelconque du voisinage telle que la définition de la limite qu'on en déduirait coïncide 
avec celle qui avait été adoptée. Car, en partant de cette dernière, on obtient un en- 
semble dérivé non fermé. 



^ 
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C'est donc vraiment se limiter que de considérer en particulier les classes (F) 
parmi les classes (L) et nous pouvons espérer obtenir ainsi de nouvelles généralisations. 

Nous nous bornerons donc maintenant à l'étude des classes (F), c'est-à-dire de 
ccDes des classes (L) où la définition de la limite est déduite de celle du voisinage. 

ag. Théorème. — L'ensemble P des éléments de condensation *) d'un ensemble con- 
densé E formé d^ éléments d'une classe (F) est un ensemble parfait ou nul **). 

En eflpet, on peut d'abord montrer que P est un ensemble fermé sans supposer 

<pe E soit condensé et même pour une classe (L) quelconque. Car si A est un élé- 

n îDcnt quelconque limite d'éléments -4^ , -4^ , . . . de P, c'est d'abord un élément limite 

t^ de £ puisque P est contenu dans E' qui est fermé d'après le théorème précédent. De 

pbs, si l'on enlève de E un ensemble dénombrable, les éléments A^^ A^j ... reste- 

'-. root éléments limites de l'ensemble restant E^ (sans lui appartenir nécessairement) puis- 

qoTIs sont éléments de condensation de E, Donc A est aussi élément limite de E[j 

qui est aussi fermé. Dès lors A est encore élément limite de E^ , c'est bien un élément 

de condensation. 

Montrons maintenant que tout élément de P appartient à P'. En effet, soit A un 

élément de P, et E^ l'ensemble des éléments B àt E tels que , < (5, A) ^ — . 
D y a une infinité de ces ensembles qui sont non dénombrables, sans quoi il y aurait 
un entier q tel que l'ensemble des éléments 5 de £ vérifiant (^, B) ^ — p — soit dé- 
nombrable et par suite A ne serait pas un élément de condensation. Ainsi, parmi les en- 
sembles £^, il y en a une infinité qui sont non dénombrables: £«,, £«^, . . . pris dans 
l'ordre des indices croissants. Comme E est condensé, l'ensemble non dénombrable £« 
donne lieu à au moins un élément de condensation A^. Anp est d'ailleurs distinct de 

A puisqu'il est limite d'éléments B tels que (-4, 5) soit supérieur à j — . Or on 

np-f- 1 

voit facilement que (-^«^, A) tend vers zéro, donc A appartient à P'. 

3o. Théorème. — Soit E un ensemble condensé formé d'éléments d'une classe (F). 
L'ensemble D des éléments de E qui ne sont pas des éléments de condensation de E est 
un ensemble dénombrable ***). 

3i. Corollaire. — Tout ensemble fermé et condensé formé d' éléments d'une classe (F) 
est la somme d'un ensemble dénombrable et d'un ensemble parfait ou nul sans éléments 
communs. 

3a. Théorème. — L'ensemble D de uux des éléments d'un ensemble compact E d^é- 



•) Voir les définitions données plus haut (n° 8). Nous verrons plus loin (n° 43) un cas très général 
où un ensemble quelconque est toujours condensé, c'est-à-dire qu'une infinité non dénombrable quel- 
conque de ses éléments donne toujours lieu à au moins un élément de condensation. 

•*^ La démonstration suivante est la généralisation de la démonstration récemment donnée par 
M. L1NDELÖF pour le cas où les éléments de E sont des points de l'espace. Voir Borel (ii, pages 5, 6). 
Je n'ai insisté que sur les points de sa démonstration qui demandent quelques précautions pour être 
generalises. 

•^ Même remarque que pour le théorème précédent 
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léments d'une classe (F) qui n'appartiennent pas à l'ensemble E* dirivi de E est dénomr 
brabU *). 

En effet, si -/^ est un élément de Z), appelons fj la limite inférieure ^ o du voi- 
sinage de A avec les éléments de £'. Le nombre p^ est positif, sans quoi A serait un 
élément limite de E' et par suite appartiendrait à f. 

Je dis que le nombre des éléments de D pour lesquels on a p^ > — , est fini 

En effet, dans le cas contraire, on pourrait en prendre une infinité : A^y A^j .., , A^, ,.. 
tous distincts et tendant vers une limite B. Alors, en prenant p assez grand on aurait 

(^A , 5) < — < p . , ce qui est impossible, puisque 5, limite d'éléments de £", appar- 
" n p 

tiendrait à f, contrairement à la définition de p^ . 

Ainsi, il y a un nombre fini d'éléments A dt D: A^^^ , A^^^ , . . . , -^Jf ■* tels que 

Si l'on considère la suite dénombrable: 

-/ij , . . . , -rij , ^j , . . . , -n^ , . . . , ^^ , . . . , zi^ > • • • > 

on voit que tous les éléments de Z) y sont inscrits chacun au moins une fois. Donc D 
est dénombrable. 

En particulier, on voit que si E est fermé, jE" se décompose en son ensemble dé- 
rivé £' et un ensemble dénombrable D, 

Corollaire I. — Si l'ensemble dirivi £' d'un ensemble compact E formé d'éléments 
d'une classe (F) est dénombrable, l'ensemble E est lui-même dénombrable. 

33. Corollaire H. — Un ensemble extrimal quelconque F formi ^éléments et une classe 
(F) peut être considéré comme l'ensemble dirivi d'un ensemble d'iUments de la classe (F). 
Du moins, cette proposition se trouvera exacte quand la classe (F) sera telle que l'on 
puisse toujours y trouver un élément dont le voisinage avec un élément arbitrairement 
donné soit inférieur à un nombre positif quelconque donné. Cette condition bien natu- 
relle est satisfaite dans tous les exemples concrets que nous étudierons par la suite. 

Supposons donc cette condition remplie ; on aura F = D -{- F\ D étant un en- 
semble dénombrable d'éléments : 

A^y A^j . . . , A^j .... 

A chacun d'eux, A^^ correspond comme précédemment un nombre positif p^ . 
Quel que soit p on pourra par hypothèse trouver un élément de la classe (F): 5|f^, 

tel que {A^ , 5[f ') < — . Nous avons ainsi des éléments 5^/^ déterminés pour toute 

valeur entière de n et de p. Appelons E l'ensemble des éléments de F* et des éléments 



*) Pour la démonstration dans le cas où E est un ensemble ponctuel, voir, par exemple, i, page 
36. La seconde partie de cette dernière démonstration s*appuie sur ce que des intervalles de longueurs 
bornées, recouvrant le segment (o, i) et dont les milieux n'appartiennent pas à deux intervaUes, sont 
nécessairement en nombre fini. Elle ne saurait donc se généraliser ici. 
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f* Je dis que F est l'ensemble dérivé de E. En effet, tout élément de F est évi- 

nt élément limite de E. Réciproquement, considérons une suite 2 d'éléments de 

||ae&dant vers une limite C. Je dis que C appartient à F. En effet, s'il y a dans 

suite une infinité d'éléments 5jf^ correspondant à une même valeur de n, c'est 

De même aussi, s'il y a une infinité d'éléments de F', car F' est fermé et 

Menu dans F. Reste le cas où il n'y aurait dans 1 qu'un nombre fini d'éléments 

F' et un nombre fini d'éléments 5^/^ pour chaque valeur de n. Alors il y aurait 

t infinité d'éléments distincts B^^^ correspondant à des valeurs croissantes de n: 

Ml) mq) 

En prenant q assez grand, on aurait : (B^^^^ , C) < e et (^An^ , 5^/^') < e puisque 

|: JW tend vers C et qu'on a : (^.^, 51^/) < -i- < -1-1; d'où : (^.,, C) </Ce). 

Comme /"(c) tend vers zéro avec s, on voit que C serait limite d'éléments de Z), 
^yest-i-dire dans F', donc encore dans F. 

34. Appelons sphéroïde de centre A et rayon p l'ensemble de tous les éléments B 
\ik qBC Ton ait : (^, 5) <[ p. Nous dirons qu'un élément C est intérieur à ce sphé- 
I lâ^ si Ton a : (-4, C) < p. 

Théorème. — Si un ensemble fermi F appartient à un ensemble compact E formi 
ISimmts d'une classe (F), (w obtiendra F en supprimant de E les iliments vstekievks 
è chacun des sphirotdes d'un certain ensemble dinombrable de sphiroïdes *). 

En eflSït, soit G l'ensemble complémentaire de F, c'est-à-dire l'ensemble des élé- 
ments de E ne faisant pas partie de F. A tout élément A de G, nous pouvons faire 
correspondre un nombre p^ qui sera la limite inférieure du voisinage de A avec chacun 
des éléments de F. Le nombre p^>o ne pourra être nul, sans quoi A appartiendrait à 
F comme limite d'éléments de F. 

Nous allons maintenant former une suite dénombrable d'éléments de G: 

^l\ . . . , ^'w, 4", • • • , ^/^ . . . , ^■', . . . , Ay, . . . 

telle que i*' on ait p (,) X — , . . . , p (/>«)^ — quel que soit n; 2° si A est un élément 
A^ n A^ n 

de G tel que : p ^ ^ — , on ait l'une des inégalités (^, A\'^)<^ — , . . . , (-4, -^i/*"^) < — . 

Pour montrer que cela est possible, supposons la suite formée jusqu'à A^^^-^^ et 

appelons en général / (,) l'ensemble des éléments 5 de F tels que : (5, ^|f ') <^ — . 

Prenons alors un élément A de G (s'il en existe) tel que p^ ^ — et qui ne fasse 
partie d'aucun des ensembles /(,),...,/ (;►,_,). Nous pourrons le prendre pour 

Ä^^ . Puis, prenons, s'il en existe, un élément ^ de G tel que p^ ^ — et qui ne 



*) La démonstratioB suivante est une généralisation de celle qui a été donnée pour le cas où £ 
est un ensemble de points du plan, par M. Zorbtti (xxm, page 5). 



22 MAURICE PRÊCHE T. 



fasse partie d'aucun des ensembles /(,),...,/ (;►,_,), / d). Nous rappellerons ilj,**; et 

ainsi de suite. Nous formerons ainsi de proche en proche une suite A^^\ A^^\ ... qui 
peut-être ne contiendra aucun terme, mais qui n'en contiendra sûrement qu'un nombre 
fini. En effet, d'après leur formation, ils sont tous distincts. Si donc il y en avait une 
infinité, on pourrait en extraire une suite 5^ , 5^ , ... ayant une limite B et Jbn 

pour q assez grand on aurait (5^, B^^p)<i — quelque soit />, c'est-à-dire que B^^^ serait 

intérieur à h j contrairement à l'hypothèse. 

La suite étant ainsi formée comme nous l'avions atmoncée, il est alors facile de 
voir que F est l'ensemble des éléments de E qui ne font partie d'aucun des ensembles 



■'«-♦-l 



ce qui démontre la proposition. 

35. Appelons ensemble limité un ensemble tiré d'une classe (F) tel que le voisinage 
de deux éléments quelconques de cet ensemble reste inférieur à un nombre fixe. Dans 
le cas des ensembles linéaires, nous verrons que cette définition coïncide avec celle d'en- 
semble compaa. Dans le cas général, nous pouvons seulement énoncer la proposition 
suivante : 

Théorème. — Tout ensemble compact formé d'éléments d'une classe (F) est limité. 

En effet, dans le cas contraire, on pourrait trouver, quel que soit », deux éléments 
A^ j B^ de E tels que (^A^ , BJ > n, et, puisque E est compact, on peut supposer que 
A^j B^ tendent vers deux limites respectives Aj B. Or, pour n assez grand, on aura: 

K, A) < 2(J, B), (A, B) < 2(^, B), 
d'où: 

(A„B)<f[2iJ,B)] = k. 

Ainsi, pour n assez grand on aura: 

iA„B)<k et (5., 5)<*, 

d'où: 

K,ß.)</(*), 

ce qui conduit à une inégalité impossible n <ifQì)' 

36. Théorème. — Soit E un ensemble extremal formé d'éléments d'une classe (F). 
S'il existe une suite indéfinie G d'ensembles /, , /, , ... telle que tout élément de E soit 
intérieur au sens étroit à l'un au moins de ces ensembles /^, on peut extraire de G un 
nombre fini de ces ensembles formant une famille H jouissant de la mime propriété 
que G *). 

En effet, supposons que le théorème soit inexaa. Alors il existera au moins un 
élément de £": -4, qui n'est pas intérieur à /, au sens étroit. Mais A^ est intérieur au 



♦) Ce théorème est une généralisation d'un théorème de M. Borel, énoncé pour les ensembles 
linéaires (i, pag. 42), puis étendu par lui aux ensembles de points de Tespace à n dimensions (xiv, 
page 357). Mais ses démonstrations ne se généralisent pas au cas actuel. Nous démontrerons plus loin 
ce théorème pour certaines classes {V) môme dans le cas où G n*est pas dénombrable (n° 42). 
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sens étroit à un des ensembles /^, 7^, . . . ; soit 7^, le premier d'entre eux (y, > I)• 
iI j a au moins un élément de jE", soit A^^ qui n'est intérieur au sens étroit à aucun 
des ensembles 7,, 7,, ..., 7^^. Appelons 7^^ le premier des ensembles 7,^^.,, 7,j^2, ... 
auquel A^ est intérieur au sens étroit et ainsi de suite. Nous formons de la sorte une 
suite infinie d'éléments A^^ A^j ... appartenant à £, tous distincts et tels que A^_^^ ne 
soit intérieur au sens étroit à aucun des ensembles 7^ , 7^, . . . , 7,^ , . . . , 7,^. Cette suite 
a au moins un élément limite A appartenant à E. Soit A ^ lim -4«.. Or A est inté- 

rieur au sens étroit à l'un au moins, 7^ , des ensembles de la suite G. Il est donc im- 
possible qu'il y ait dans la suite A,, An^, . . . une infinité d'éléments A'n^ , A'n^, . . . 
qui ne soient pas intérieurs à 7j au sens étroit. Sans quoi, on appellerait B un élément 
de E ccnncidant avec An^ si celui-ci n'appartient pas à 7j ou un élément de E n'appar- 
tenant pas à 7j et tel que (5 , An^) < — dans l'autre cas. Alors A serait limite d'une 

suite 5, , B^j ... d'éléments de E non dans 7^ , ce qui est impossible. Ainsi les élé- 
ments de la suite -^«,, An^j . . . sont tous intérieurs à 7^ au sens étroit à partir d'un 
certain rang. Cela est manifestement contradictoire avec la façon dont nous avons 
foraîé la suite A^j A^y ... 

Les classes (F) normales. 

37. Après avoir étudié les propriétés des ensembles et des opérations portant sur 
des classes (T.), il nous a été utile de nous borner au cas des classes (F) pour pour- 
suivre nos généralisations. De même, nous allons maintenant restreindre une fois de 
plus le champ de nos recherches sans en arriver encore à spécifier la nature des élé- 
ments considérés. 

Donnons d'abord quelques définitions. Nous dirons qu'une suite d'éléments A^^ 
A^j ... d'une classe (F) satisfait aux conditions de Cauchy lorsqu'à tout nombre e > o 
on peut faire correspondre un entier n tel que l'inégalité {A^ , -^«^*) <C ^ soit vérifiée 
quel que soit p. Il est évident que si une suite tend vers une limite, elle satisfait aux 
conditions de Cauchy. D'autre part, si une suite satisfait aux conditions de Cauchy et 
fait partie d'un ensemble compact, elle a un élément limite évidemment unique. Mais 
si l'on sait seulement que la suite vérifie les conditions de Cauchy, on ne peut affirmer 
qu'elle tende vers une limite; tout ce qu'on peut dire, c'est que si elle a un élément 
limite, elle n'en a qu'un. 

Nous dirons alors qu'une classe (F) admet une generalisation du théorime de Cauchy 
si toute suite d'iliments de utte classe, qui satisfait aux conditions de Cauchy, a un 
élément limite (nécessairement unique). 

Nous appellerons ensuite classe separable une classe qui puisse être considérée d'au 
moins une façon comme l'ensemble dérivé d'un ensemble dénombrable de ses propres 
éléments. 

Enfin, on a intérêt à considérer comme nous l'avons déjà fait (n° ^'i) parmi les 
classes (F) celles qui sont telles que, près d'un élément donné, il existe des éléments 
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dont le voisinage avec cdui<i soit aussi petit que Ton veut sans être nul. Autrement 
dit, tout élément de la classe sera élément limite. Conmie d'autre part la réciproque 
est vraie par définition même de la classe, nous dirons que de telles classes sont par* 
faites *). 

Ceci étant, nous nous bornerons maintenant à l'étude des classes (F) normales, 
c'est-à-dire parfaites, siparables et admettant une generalisation du thiorhne de Caught. 
Cette limitation n'a du reste rien d'artificiel, elle provient directement de la comparai- 
son des classes (F) avec les ensembles linéaires et nous verrons plus loin que toutes 
les classes particulières que nous examinerons rentrent dans cette catégorie générale des 
classes (F) normales. Ce dernier fait pourrait même amener à se demander si toute 
classe (F) n'est pas nécessairement normale. U n'en est rien comme le montrent les 
exemples suivants: 

38. Prenons une classe d'éléments représentés par les points d'une droite et appelons voisinage de 
deux d'entre eux la longueur de l'arc de cercle que limitent les deux points correspondants dans une 
transformation par inversion. Nous avons ainsi une classe parfaite (F). Cependant, si l'on prend une 
suite d'éléments correspondants à des points s'éloignant à l'infini, il est évident que l'on aura une 
suite de Cauchy sans éléments limites. On peut donner un exemple dans lequel le voisinage ne soit 
pas défini d'une façon aussi artificielle. Il sufüt de prendre la classe des nombres en se plaçant an 
point de vue des arithméticiens qui se défendent ta considération des nombres irrationnels. En prenant 
pour voisinage de deux nombres rationneb, la valeur absolue de leur différence, on obtient encore une 
classe parfaite {V) pour laquelle il existe une infinité de suites vérifiant les conditions de Giucht sans 
avoir d'éléments limites. 

Passons maintenant aux classes séparables. On peut qualifier ainsi les ensembles linéaires en con- 
sidérant la droite indéfinie comme l'ensemble dérivé de l'ensemble des points d'abscisses rationnelles. 
Mais il n'en est pas de même pour toute classe parfaite (V). 

Prenons par exemple la classe des fonctions (continues ou discontinues) d'une variable x dans 
l'intervalle (o, i). En appelant voisinage de deux éléments /(x), ^(x), la limite supérieure (finie ou non) 
de \f{x) — g{x)\ dans l'intervalle (ô, i), on voit qu'on obtient une classe (K) parfisûte. Cette classe n'est 
pas separable. En effet, si elle l'était, on pourrait former une fois pour toutes une suite de fonctions 
/ W» / W» • • ^clle que tout élément de la classe soit la limite uniforme d'une suite /«^(x), /«^(x), ... 
extraite de la précédente. Alors les éléments de la classe étant définis par des conditions dénombrables, 
b puissance de la classe serait au plus égale à celle du continu (i, page 126). Or on sait que c'est le 
contraire qui a lieu (i, page 125). On peut remarquer que les exemples précédents nous prouvent que 
la puissance d'un ensemble parfait tiré d'une classe {V) n'est pas nécessairement b puissance du continu 
comme cela a lieu pour les ensembles linéaires, mais qu'elle peut lui être inférieure (premier exemple) 
ou supérieure (deuxième exemple). 

39. Ces remarques faites, limitons-nous maintenant à l'étude des classe (F) normales. 

Tout d'abord, pour arriver à nous rendre compte de la structure de telles classes, 

nous généraliserons une question proposée par M. Hadamard (xii). La question pro- 



•) Une classe separable est nécessairement parfaite, mais la réciproque n'est pas évidemment vraie. 
n y a donc lieu de séparer les deux hypothèses d'autant plus que certains théorèmes s'appliquent aux 
classes parfaites sans les supposer séparables. 
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prement dite sera étudiée plus loin (voir n*' 5&). Nous retendrons au cas général 
actuel de la façon suivante : 

Considérons une classe (F). Supposons qu'on ait pu former des ensembles partiels 
i, contenant chacun au moins un élément et tels: i° que tout élément delà classe ap- 
partienne à Tun des ensembles fe^, 2^ que deux éléments quelconques d'un même en- 
semble i, aient un voisinage inférieur à e. Considérant les k^ comme autant d'individus, 
OD peut dire avec M. Hadamard que l'ensemble ^^ , qui a ces k^ comme éléments, 
I numère » la classe considérée. Nous nous proposons de rechercher la puissance de ^,. 
Nous allons trouver ici une nouvelle analogie avec les ensembles linéaires. Si l'on 
prend la classe des points d'une droite, le problème consiste à trouver la puissance de 
Fensemble des intervalles de longueurs <;e et qui recouvrent la droite indéfinie. Or 
il est évident qu'on peut les choisir de façon que cet ensemble soit dénombrable quoi- 
que infinL 

4o. De même, étant donnée une classe (F) separable^ on peut, quel que soit e, choisir 
ks ensembles jfe, de façon que ^, soit dénombrable. 

En effet, soient w et ti deux nombres tels que /(«) < « et /(») <C ^« Puisque la 
classe est separable, on peut en extraire une suite d'éléments A^j A^^ ... dont l'en- 
semble dérivé soit la classe toute entière. Appelons alors iC^^ l'ensemble des éléments 
A tek que: {A^ A?) < cd. La suite ÜT^^ ÜlJ*^, . . . sera dénombrable; de plus, pour 
deux éléments quelconques A^ B de lC/\ on aura : (^, 5) < e ; enfin tout élément A 
de b classe appartiendra pour une valeur donnée de e à l'un au moins des K[^K L'en- 
semble des K^/^ constitue donc l'ensemble ^^ cherché. On peut même ajouter que tout 
élément A est intérieur au sens étroit à l'un au moins des ensembles Kl^\ K[*\ .... Il 
suffit de prendre dans A^j A^, . . . un élément A, tel que (-4, A,) < ri; alors A 
est intérieur au sens étroit à K['*^K 

4i. La même méthode prouve qu'étant donné un ensemble E appartenant à une 
classe separable (F), on peut former une infinité dénombrable ^^ d'ensembles K^ d'é- 
léments de E tels que tout élément de E soit intérieur au sens étroit à l'un au moins 
des K^ et que le voisinage de deux éléments quelconques de if, reste inférieur à s. On 
peut se demander s'il existe des ensembles E tels que l'ensemble ^^ soit non seulement 
dénombrable, mais fini. 

Théorème. — Pour que l'ensemble ^, [correspondant à un ensemble E tiré d'une 
classe (F) normale] puisse être choisi, quel que soit z, de façon à ne comprendre qu'un 
nombre fini d'éléments, il faut et il suffit que E soit compact, 

\j3i condition est nécessaire. En effet, dans le cas contraire, on pourrait extraire 
de E une suite infinie S d'éléments distincts 5, , 5^ , . . . sans éléments limites. Si ^, 
est fini, il y aura nécessairement un ensemble partiel K^ auquel appartiennent une infi- 
nité d'éléments de la suite S. On voit alors qu'on pourra former de proche en proche 
une infinité de suites S, d'éléments de S, telle que S^_^^ soit contenu dans S^ et que 

l'écart de deux éléments de S^ soit inférieur à — .Si donc j'appelle 5^^^ , -ß^/^ , ... les 

éléments de la suite S, pris dans le même ordre que dans 5, on voit que la suite 5^'^, 

RmU. Cki, Mmimm, PmUrtm«, t. XXU (1906). — Stampato il if maggio 1906. 4 
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B^^\ . . . , 5^'* , . . . sera une suite d'éléments de 5 distincts et tels que Ton ait 
(5^**, 5lV/0<-r- q^^l q^^ soit n. Puisque £ est tiré d'une classe (F) normale, S 

faudrait donc que la suite 5 eut un élément limite. 

Réciproquement, supposons E compact. Alors l'ensemble F^E-^-E' est extremal 
Pour une valeur donnée de e, nous savons qu'on peut former une suite d'ensemHes 
partieb K['\ ÜlJ*\ . . . telle que leur ensemble réponde aux conditions d'un ^, relath»- 
ment à F. En particulier, tout élément de F est intérieur au sens étroit à l'un des 
ensembles K['\ K[*\ .... Donc, on peut extraire de cette suite K['\ Kl^\ ... un 
nombre fini de termes /T,'»*, . . . , /T/'^ jouissant de la même propriété (voir n® 36). 
Si nous appelons maintenant 7/^**^ l'ensemble des éléments de E qui appartiennent i 
K^U^ (lequel est dans F), on voit qu'on aura un nombre fini d'ensembles Hl^'\ ..., H]*** 
formés avec des éléments de F et tels: 1° que tout élément de F soit intérieur au sens 
étroit à au moins l'un d'eux, 2° que deux éléments quelconques de l'un d'eux aient un 
voisinage < c. 

n nous est maintenant facile de généraliser le théorème du d? 36. 

4a. TiitoRÈME. — Soit F un ensemble d'éiéments d'une classe normale (F). Pour que 
de toute famille H dénombrable ou non *) d'ensembles I tels que tout élément de E soit 
intérieur au sens étroit à au moins l'un d'eux, on puisse extraire un nombre fini d'en- 
sembles I formant une famille G jouissant de la même propriété que H, il faut et il 
suffit que F soit extremal. 

Nous avons démontré (n° $6) que la condition est suflisante dans le cas où ff 
est dénombrable. 

Pour le cas général, remarquons que, si F est extremal, on peut former, quel que 
soit e, des ensembles K^ en nombre fini satisfaisant aux conditions indiquées plus haut. 
Si le théorème n'est pas vrai pour F, il y a au moins un de ces ensembles tels que ses 
éléments ne soient pas intérieurs au sens étroit à un nombre fini d'ensembles /. Pour 

e = — appelons celui-là /T"^ et soit A^ l'un de ses éléments. Puisque F est extremal, 

on peut extraire de la suite A^j A^, ... une suite An^j An^y ... qui tend vers un 
élément -^ de F. ^ est intérieur au sens étroit à un intervalle /: I^ et on prouve 
facilement que pour p assez grand tout élément de /T"/»* est aussi intérieur au sens étroit 
à /q , ce qui amène bien à une contradiction. 

La condition est aussi nécessaire. En effet, supposons que F ne soit pas fermé, il 
existera une suite d'éléments 5^,5^,... de F, qui tendent vers un élément B n'ap- 
partenant pas à F. Or, considérons les ensembles I^ formés chacun des éléments A de 

F tels que (-4, 5) > — • Tout élément de F est intérieur au sens étroit à l'un au 

moins des /„. Mais si l'on considère un nombre fini de cts ensembles /^, il y aura 
certainement des termes de la suite 5^ , 5^ , ... qui ne leur appartiennent pas. 



•) Dans le cas où E est un ensemble linéaire, on obtient la généralisation du théorème de 
M. BoRBL (voir la note du n° 36) étendu par M. Lebesgue au cas où la famille H est non dénom- 
bnüile. Sa démonstration (rv, page 105) ne se généralise pas au cas actuel 
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De même, supposons que E ne soit pas compact; il existera une suite S d'éléments 
', E: Sj, B^y ... sans éléments limites. Si nous^considérons un élément A quelcon- 
le de £, nous pourrons définir un nombre p^ > o tel que (^Aj B^) ^ p^ , quel que 
it l'élément B^ distinct de A et pris dans la suite S; alors A sera intérieur au sens 
oit i Tensemble Ij des éléments C de £" tels que (C, -4) <C P^- U ^^ résulte que 
at élément Jî de JE est intérieur au sens étroit à Tun au moins des intervalles Ij , à 
?(rir Ig. Si de la famille H des intervalles I^ , on en extrait un nombre fini formant 
le famille G, il sera impossible que G contienne £, car il y a dans tout intervalle 

un élément au plus de la suite 5. 

43. Théorème. — Tout ensemble non dénombrable E formé d'éléments d'une classe 
T) normale est condensé. 

Soit £, une infinité non dénombrable d'éléments de £, il s'agit de démontrer que 
\ donne lieu à au moins un élément de condensation. En effet, quel que soit e on peut, 
Mnme nous l'avons vu, trouver une suite dénombrable d'ensembles K['\ K^^\ ... , IC^\ ... , 
lie que tout élément de E^ se trouve dans l'un d'eux et que le voisinage de deux 
éments de l'un d'eux soit <; e. U y a donc au moins un de ces ensembles qui con- 
ait une infinité non dénombrable d'éléments de E^ . En prenant successivement e = i, 

-, ... — , . . . , nous pourrons ainsi former une suite d'ensembles i/^'\ H^*\ . . . telle 
n 

le W^^ contienne une infinité non dénombrable d'éléments de E^ , soit contenu dans 

*"", et que deux quelconques des éléments de i/^"^ aient un voisinage inférieur à — . 

ors, si on prend deux éléments quelconques A^^ A^ dans /i^"\ chacune des suites 
, A^j ... ; A[j A[y ... a une limite A qui est la même. Donc E^ donne lieu à un 
ment limite A et c'est un élément de condensation, car, si on enlève de £", une in- 
ité dénombrable d'éléments, il restera encore des éléments dans chacun des /î*"^ et A 
a encore élément limite de l'ensemble restant de E^ . 

44. Remarque. — En combinant le théorème précédent avec celui du n° 3 1 on 
dent l'énoncé suivant : 

Tout ensemble fermé F formé d'éléments d'une classe (F) normale est la somme d'un 
semble dénombrable et d'un ensemble parfait ou nul sans éléments communs, 

45. Théorème. — Soit E un ensemble quelconque formé d'éléments d'une classe sépa- 
bit (^F); il existe un ensemble dénombrable d'éléments de E tel que tout élément de E appar- 
fine, sait à ut ensemble D, soit à son dérivé D\ Lorsque E est fermé, on a: E^=D-\-D\ 
trsque E est parfait, E^D', 

En effet, quel que soit n, on peut former une infinité dénombrable d'ensembles 
(1)^ f£{*)^ ^ ^{f)^ ^ ^ ^ formés d'éléments de E tels que dans chacun d'eux le voisi- 

ge reste inférieur à — et que tout élément de E soit dans l'un des ensembles de 

tte suite. Dans chacun de ces ensembles H^f il y a au moins un élément A^^K Quand 
i donne à « et /> des valeurs entières quelconques, on obtient un ensemble dénom- 
able D d'éléments A^^^ appartenant à £. Or il est manifeste que tout élément de E ap- 
nient à D ou à D\ 
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I 4ds un ensemble E est continue dans E. La réciproque est vraie dans un cas très gé- 
-aénL 

Théorème. — Toute opération continue dans un ensemble extremal E formé d'aé- 
' mMts ^um classe (V^ est uniformément continue dans E. 

En effet, dans le cas contraire, on pourrait trouver un nombre t >> o tel que, 
ipd que soit », il y ait deux éléments A^ , 5^ de jE" vérifiant : 

De la suite A^j A^y ... on pourrait extraire une suite Ap^j Ap^y . . . ayant pour 
Bame un élément A de E. Alors Bp^ aurait la même limite Aj puisque (^Ap^, A) et 

{Af^j Bp^ étant infiniment petits avec — il en est de même de (-4, Bp^. Or on a: 

Les deux quantités du second membre tendent vers zéro avec — . Il est donc 

\ impossible que le premier membre reste ^ e. 

48. Lbs opérations également continues. — Lorsque Ton considère des opérations con- 
tinues dans un ensemble E formé d'éléments d'une classe (F), on peut énoncer les con- 
(fitbns qui définissent leur égale continuité (n° 15) d'une façon qui fait intervenir le 
voisinage et qui est parfois plus commode. 

Soit ^ une famille d'opérations continues dans un ensemble quelconque E formé 
d'éléments d'une classe (F). Si cette famille est telle que, à tout nombre c > o, on 
puisse faire correspondre un nombre ti > o de façon que l'on ait: 

\UiA) - UiE)\ < e 

pour toute opération t7 de ^ et pour tout couple d'éléments A^ B àt E vérifiant 
{Ay E) <^ri^ les opérations de J| sont également continues dans E. Cela résulte immé- 
diatement de la définition du n° 15; on voit en même temps que chacune des opéra- 
rions de ^ sera uniformément continue. 

Inversement, cette condition sera vérifiée par toute famille ^ d'opérations égale- 
ment continues dans un ensemble external E formé d'éléments d'une classe (F). En 
effet, dans le cas contraire, on pourrait trouver un nombre e > o, tel que, quel que soit 
«, il existe deux éléments A^^ B^ de E et une opération U^ de J| pour lesquels: 

On peut même supposer que la suite A^^ A^j . . . , A^j ... a une limite A dans 
F, puisque E étant extremal il suflSrait dans le cas contraire de remplacer A^^ A^^ ... 
par une suite convenablement extraite de la précédente. Alors (-4, A^) et (^^, BJ 

seront infiniment petits avec — , donc aussi (-4, 5^). U en résulte que la suite -ß, , 5, , ... 
tend aussi vers A. Mais, puisque les opérations de ^ sont également continues , on 
pourra déterminer deux nombres fixes />, p' tels que l'on ait: 
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\U^iA,)-U^(A)\<— pour I, >^ 

\U,(B,) - 17,(^1 < -^ pour « > /.', 

et ceci quel que soit l'entier q. Dès lors on aura, pour » > p + ^', 

WXA,) - t/.(ß.)| ^ It/.K) - t/.(^)l + \UXA) - f/.(5J< ^ + -f = «. 
d'où la contradiction annoncée. 

Les conditions que je viens d'indiquer sont celles qui servent à M. A&zelà pour dé- 
finir l'égale continuité dans les cas qu'il a considérés. On voit que nos résultats sont 
un peu plus étendus, même en considérant les mêmes éléments que lui, puisque notre 
définition du n^ 15 comprend des cas où il n'y a pas continuité égale au sens de 
M. Arzelà et qui se présentent lorsque E n'est pas extremal (voir un exemple au n® 54). 

Dans le cas où E est formé des éléments d'une classe separable, la condition im- 
posée à E dans le théorème général (n° 19), que l'on ait E^D -{- D'^ D étant dé- 
nombrable, se trouve remplie d'elle-même. Ce théorème devient donc le suivant: 

THéoRÈME. — Pour que des opérations œntinues dans un même ensemble extremal 
Ej formé d'éléments d'une classe (F) separable, forment une famille compacte ^jilfaut 
et il suffit que les opérations de ^ soient, en tout élément de JE, également continues ä 
bornées, 

4g. Introduction de l'écart — Lorsque nous appliquerons les résultats généraux de la 
Première Partie à des exemples concrets, nous reconnaîtrons d'abord que, dans chaque 
cas, on peut faire correspondre à tout couple d'éléments AjB un nombre (-4, -S)^o, 
que nous appellerons l'écart des deux éléments et qui jouit des deux propriétés suivantes: 
a) L'écart (-4, B) n'est nul que si A et B sont identiques, b) Si Aj 5, C, sont trois 
éléments quelconques, on a toujours (^, B) Z. (Aj C) -j« (C, B). 

Lorsqu'on peut définir l'écan de deux éléments quelconques d'une certaine classe, 
nous dirons que celle-ci est une classe (£). 

Il est facile de voir que le nombre ainsi défini satisfait aux conditions imposées à 
la définition du voisinage. En effet, la condition 1° du n° 27, sera remplie d'elle-même 
et la condition 2° sera remplie, en prenant par exemple f(t) =1 2 £, si l'on tient compte 
de la condition b) actuelle. 

Ainsi, l'écart est un voisinage qui jouit d'une propriété particulière, ou, si l'on veut, 
toute classe (£*) est une classe (F). Dans la plupart des démonstrations des théorèmes 
connus, la propriété b) de l'écart intervient dans les raisonnements. Cependant la théorie 
développée dans ce Chapitre montre qu'elle n'est pas indispensable et qu'il suffit de se 
servir du voisinage sans avoir besoin pour cela de compliquer notablement le raison- 
nement. 

5o. Une exception doit être faite cependant pour le théorème que nous allons établir 
intenant; l'hypothèse qu'on opère sur une classe (£) intervient en effet d'une ma- 
■c essentielle dans la démonstration. Malgré cela, il est pourtant vraisemblable que 
once reste exact pour toutes les classes (F). 
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Ce théorème est la réciproque du théorème que nous avons donné au début 
1° II) concernant le maximum d'une opération continue. J'attire l'attention sur le 
<xie de démonstration et aussi sur la réciproque elle-même qui me parait donner dans 
Tiains cas une forme précise à un principe général énoncé d'une façon un peu vague 
ir M. Hilbert (xx, page 137): 

« Tout problème du Calcul des variations possède une solution, pourvu que certaines 
lypothèses restrictives convenablement choisies relatives à la nature des conditions aux 
imites données soient remplies, et nécessairement aussi pourvu que ce que l'on entend 
)ir le mot solution éprouve une généralisation conforme au sens, à la nature des choses ». 

5i. Thìorìme. — La condition nécessaire et suffisante pour que toute opération con- 
inue dans un ensemble E d'éléments d'une classe (£), 1° soit bornée dans cet ensemble, 
f j attenne sa limite supérieure, est que cet ensemble E soit extremal. 

Nous avons déjà prouvé que la condition est suffisante. 

Nous montrerons maintenant que si l'ensemble E n'était pas extremal, on polir- 
ait former au moins deux opérations continues dans E: l'une non bornée, l'autre 
ornée mais n'atteignant pas sa limite supérieure. Observons qu'il suffit d'obtenir la pre- 

aièrc 17, car alors on pourra prendre pour la seconde : F ^ , ^j^ qui n'atteindra 

unais sa limite supérieure: i. 

i*^ Supposons d'abord que E ne soit pas fermé. Il y a donc un élément A, limite 
'éléments de E et n'appartenant pas à JE. Alors il suffira de prendre pour valeur de 
^(B) en chaque élément B de JE: 

"^ = (-375)- 

Cette opération est évidemment non bornée. Elle est bien définie en tout élément 
de £"; de plus elle est continue, car si 5 et C sont deux éléments de £, on a: 



|t7(5)-t7(C)| = 



(A, B){A, C) 

Or, en prenant B fixe et e aussi petit que l'on veut et en particulier plus petit 
le (A^ B), comme on a: 

M, C)-(^, 5)|<(ß, C), 
[légalité : (5, C) < t entraînera : 

lA, E) - {A, C)\ < e, (4 ïï)iA, C) > {A, B)[(A, B) - e]. 

Donc, si w est un nombre > o aussi petit que l'on veut, il suffira de choisir e 
façon que: 

;<(^'^) '' (^,^)[(J,B)-e] <"> 
•ur que 1 inégalité: 

(B, C) < e entraîne |C7(B) — C7(C)| < w. 

2® Considérons de même le cas où £ serait non compact. Alors on pourrait trouver 

ns E une suite infinie 5 d'éléments de E distincts 

^iJ -^2» • • • J ^ni • • • 
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tels que la suite 5 n'ait aucun élément limite. Pour former une opération U continue : 
et non bornée dans cet ensemble £, nous ferons d'abord quelques remarques sur la z 
suite S. 

Soit c^ la limite inférieure des écarts de A^ avec tous les autres éléments de k 
suite 5. Le nombre e^ ^ o ne peut être nul, sans quoi on pourrait extraire de S une 
suite tendant vers A . '- 

Nous décomposerons alors E en ensembles partiels de la manière suivante. Apj»- 
Ions Ep l'ensemble des éléments 5 de £ tels que : (5, A^) ^ ^pj ^n nommant «^ k 

plus petit des deux nombres — et — . Soient alors B un élément de £^ , et C un 

élément de E ; on aura: 

(0 K, ^,) ^ K, B) + (C, A,) +(5, C). 

Or, quels que soient p et q on aura, d'après la définition même de s et e : 

dou: 

D'autre part, d'après la définition de £". et jE : 

l'inégalité devient donc: 
D'où: 

Ainsi, l'écan de deux éléments quelconques, l'un dans E , l'autre dans E^ , reste su- 
périeur à un nombre positif fixe. Cela prouve que: i° £ et E n'ont aucun élément 
commun; 2° aucun élément limite de E n'appartient à £ , ni inversement. Enfin, si 
Ton considère une suite d'éléments 5^ , 5, , ... appartenant respectivement à des en- 
sembles Ep^ , Ep^j ... tous distincts, il est impossible qu'une telle suite ait ime limite. 
En effet, dans ce cas on pourrait d'abord, en ne considérant au besoin qu'une suite 
extraite de la suite donnée, supposer que les indices />,,/>,,... vont en croissanL Or, 
on aurait, en appelant C la limite de cette suite d'éléments, 

et puisque par hypothèse (5^ , ApJ ^ — , on voit que les deux termes du second 

Fn 

membre tendraient vers zéro avec — . Or ceci est impossible puisqu'alors il y aurait 

une suite Ap^ , Ap^ , . . . extraite de S et tendant vers une limite C. 

Ceci étant, nous formerons l'opération cherchée U de la manière suivante. Nous 
prendrons : 

P 
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lorsque B est un élément quelconque de E , et nous prendrons UÇB)=o quand B n'est 

dans aucun des ensembles E^^E^^ ... c'est-à-dire est dans l'ensemble G=E — £, — E^ . 

On voit d'abord que U sera une opération bien déterminée en tout élément de E, Elle 
n'est pas bornée, car on a: 

Elle est pourtant continue dans E, Il suffit de montrer que si des éléments de E 
disoncts : C, , C, , ... tendent vers un élément C de £, on a : 

t7(C) = Um l/(CJ. 

En eflFet, observons d'abord qu'il n'y a pas, d'après ce qui précède, une infinité 
f éléments de la suite C, , C, , ... appartenant à des ensembles E^ distincts. Alors : 
i*^ Ou bien C est dans G, c'est-à-dire que l'on a, quel que soit p : 

i.e., a;) ^ (c, a;) - (c, c.) = «, + [(C, a;) - «, - (c, cj]; 

fiutre part, on aura, pour n assez grand: 

(C, CJ< (C, ^,) - «„ 
f où, en combinant ces deux inégalités : 

Donc, à partir d'un certain rang C^ est dans G. Alors on a: 

t7(C.) = o, UiC) = o, 
aoù: 

17(C) = liinî7(C.); 

nesso 

2° Ou bien C est dans £". et on a: (C, A) ^ a . Alors deux cas se présentent: 
a) (C, A^<^oLp\ on voit comme précédemment qu'à partir d'un ceruin rang C^ 
est constamment dans £ . Alors : 

lî/(C) - uic,)\ = i(c., ^,) - (C, ^pi i- ^ (C, c,)-L. 

DoBc: 

l/(C) = Um 17(CJ. 

A) (C, A^=oL^. Alors, à partir d'un certain rang il n'y a plus dans la suite C,, 
C,,... que des éléments de G: C,, C»,, ... et des éléments de E^: Q^, Q,, ... . 
On Voit comme précédemment que : 

U{C) = Um U{C^;). 

D'autre part, on aura: 

ViC) = o, C7(a,) = o, 
d où : 

C7(C) = Um Ü(C.,). 

Uoù, en combinant: 

C7(C) = Um U(C\ 

Na>00 

Ainsi U est bien une opération non bornée, continue en tout élément de G. 
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DEUXIÈME PARTIE. 



APPLICATIONS DE LA THÉORIE GÉNÉRALE. 



52. La méthode que nous aurons à employer pour appliquer la théorie générale 
aux cas particuliers obtenus en spécifiant la nature des éléments, s'indique d'elle-même. 
Dans tous les exemples qui suivront, nous commencerons par définir la classe d'éléments 
sur laquelle nous aurons à opérer ; en particulier nous donnerons une règle permettant 
de discerner les éléments distincts, ce qui n'est pas toujours aussi simple qu'on pourrait 
le croire (voir n°* 76-77). Puis nous montrerons qu'on peut considérer la définition ordinaire 
de la limite de ces éléments comme rentrant dans la définition que nous avons donnée 
à l'aide de l'écart (cas particulier du voisinage, n° 49). Nous prouverons enfin que la 
classe (£), ainsi obtenue, est normale (n° 37). Ceci fait, il ny aura plus qu'à répéter 
les théorèmes généraux de la Première Partie énoncés dans le langage qui correspond à la 
classe considérée. Enfin, nous donnerons dans chaque cas une condition nécessaire et 
suffisante pour qu'un ensemble soit compaa (n° 9). Cela revient à remplacer la défi- 
nition générale de l'ensemble compaa par une définition d'une apparence moins abstraite, 
mais particulière à chaque cas. 

Chapitre III. 
Les ensembles linéaires et les fonctions d'une variable. 

53. Prenons comme éléments les points d'une droite (ou les nombres qui repré- 
sentent leurs abscisses). On sait discerner les éléments de cette classe qui sont distincts. 
Si l'on appelle écart de deux d'entre eux leur distance, on voit que cette définition 
répond bien aux conditions a), t), imposées à la notion d'écart, n° 49. De plus, la 
définition ordinaire de la limite d'une suite de points coïncide avec celle qu'on déduit 
de cette définition de l'écart. 

La classe (£") ainsi définie est nomiale. En eflfet, le théorème de Cauchy (n° 37) 
a été démontré précisément dans ce cas. D'autre part, on sait que l'ensemble des points 
d'une droite peut être considéré comme l'ensemble dérivé de l'ensemble dénombrable 
des points d'abscisses rationnelles. 

On sait d'ailleurs que tout ensemble linéaire limité et comprenant une infinité de 
points, donne lieu à au moins un point limite. Inversement, nous avons démontré (n° 35) 
que tout ensemble compact tiré d'une classe (F) est limité. Par suite, dans le cas des en- 
sembles linéaires, la notion d'ensemble compact se confond avec celle d'ensemble limité. 

Si maintenant nous appliquons nos théorèmes généraux, nous retrouvons la plupart 
des théorèmes classiques de la théorie des ensembles linéaires et des fonctions continues d'une 
variable. {Voir par exemple I, H). 
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54. Nous devons même remarquer que nous obtenons ainsi un peu plus. En effet, 
dins la théorie classique, on est naturellement amené à se borner aux ensembles de 
points d'un même intervalle et on oublie que les ensembles illimités ont quelquefois des 
propriétés différentes. Au contraire, nous avons vu dans la théorie générale que les 
propriétés particulières des ensembles compacts intervenaient constamment dans les dé- 
monstrations et d'une façon apparente. 

Ainsi, par exemple, considérons des fonctions /^ (jc), /^ (x), . . . continues pour 
toute valoir de x et qui convergent quel que soit x vers /(x). A quelle condition /(jc) 
cst-cUe continue? M. Arzelà (n° 14) ne s'est pas occupé de ce cas; si l'on généralise 
son résultat sans précautions, on serait tenté de dire : pour que /(x) soit continue, il 
fuit et ü suffit que, étant donnés deux nombres positifs e et iV, on puisse en trouver 
un troisième N' ^ N, tel que, pour toute valeur de x, il existe un entier n^ vérifiant 
ks ÎDégalitès 

N^n^^N', l^.(x)-/(x)|<c. 

n 

Or, ce serait une erreur; il suffit pour le voir de prendre /^(x) = « *"^'*. D'ail- 
leurs la difficulté se lève comme dans le cas général. Pour que /(x) soit continue, il 
faut et il suffit que la convergence soit quasi-uniforme (n° 14) dans tout intervalle limité. 

De même, on pourrait être tenté de généraliser un autre résultat de M. Arzelà 
(n^ 15) en énonçant ainsi la condition nécessaire et suffisante pour que des fonctions /(x) 
continues quelque soit x soient telles que, d'une infinité quelconque d'entre elles, on 
puisse extraire une suite convergente : il faut et il suffit que, 1° ces fonctions soient bor- 
nées dans leur ensemble, 2° à tout nombre s> o on puisse faire correspondre un nom- 
bre 7Ì tel que l'inégalité |x' — x"| <^ t) entraîne pour toutes les fonctions /(x) : 

|/(x')-/(x")|<e. 

Or aucune de ces deux conditions n'est nécessaire, comme le montre l'exemple des fonc- 
tions y^(x)=x* -^ , où « prend toutes les valeurs entières positives. Au contraire, de 

nos théorèmes généraux nous pouvons conclure que la condition nécessaire et suffisante 
est que les fonctions doivent être bornées et également continues en tout point x pris 
isolément (voir n° 15). De plus, si ces conditions sont remplies, la convergence sera 
uniforme dans tout segment limité. 

55. Remarqjlje. — La plupart des théorèmes classiques sur les ensembles linéaires 
et les fonctions d'une variable s'étendent immédiatement aux ensembles de points de 
l'espace à 2, 3, ...,«,.. . dimensions et aux fonctions de 2, 3, . . . , n, . . . variables. 
C'est même pour la plupart d'entre eux la seule généralisation qu'on en avait faite. 
L'analogie qu'on avait ainsi observée est beaucoup plus profonde si l'on se place à 
notre point de vue général. 

Pour obtenir ces théorèmes, il suffit de procéder comme plus haut en appelant 
écart de deux éléments (x^ , x^ , . . . , x„) et (x^' , x^ , . . . , x^) la quantité : 
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Chapitre IV. 
Les ensemUes de fboctiofis oontiiìiies et les fonctioaneUes. 

56. Prcncms comine éléments variables ks fonctions de x uniformément continue^ 
dans un intervalle déterminé /. Nous cxmsidérerons bien entendu comme distinctes deux 
fonctions dont la ditì^rence n'est pas partout nulle dans /. 

n y a ici deux définitions classiques de la limite, nous n'envisagerons que la limke 
dite uniforme *). Nous pouvons considérer cette définition comme une conséquence de 
la définition suivante de Técan de deux fonctions /(x), ^(x) uniformément continues 
dans /: Ol écart (J, g) est U maximum de |/(x) — g{x)\ dans J. Cette définition 
bien naturelle semble avoir été employée pour la première fois d'une manière systéuM^-. 
tique par Weierstrass. Elle satisfait bien aux conditions générales 0), A) du n^ 4.% 
La classe (£) ainsi définie est normale. En efiet, on sait d'abprd qu'elle admet une 
généralisation du théorème de Cvuchy rebtif i la convergence d'une suite. D'autre 
part, on peut former, une fois pour toutes, une suite S de fonctions uniformément 
continues dans /: 

/.(^). /.('> •■ 

telle que toute fonctKMi continue dans / en soit la limite uniforme. Par exemple, on 
peut prendre pour former b suite S, l'ensemble évidemment dénombrable des fonctions 
continues qui prament des valeurs ntionndies en chacun des points de division de / 
en q parties égales {q étant arbitraire) et qui sont linéaires dans chacime de ces divi- 
sions. .\lors, étmt donnée une fonction /(a) continue dans /, si l'on prend dans cet 
ensemble la fonction /^ (x) qui prend en chaque point de division une valeur ^ale à 

b valeur approchée par défaut de /(x) i — près, on voit facilement que la suite 

/. (x), /.^(v), . . . /. (x), . . . extraite de S converge uniformément vers /(x) **). 
Cette remarque peut s'énoncer de h façon suivante, en posant 

-, W =/.(^> • • ^ -, W =/,W -f^X^l ... : 
Ol peut )\yrmer, une fois pour touUs, une série de fonOitms uniformément continues 
dans J: 

telle qu'en groupant com^enabUment ses termes on puisu la faire tendre uniformément 
vers n'importe quelle fonction continue dans /. 

57. D'après notre définition de la limite, le théorème d'AniELÀ sur les fonctions 



•) On dit qu'une fonction j\{^x^ t«iJ uniîormèmen: vers r'vt) dans /, si à tout nombre t>> o on 
peut Élire correspondre un entier p tel que lÎné^jJité «i > ^ entrjine : j\(x) — j\x) <; e pour toutt 
Vêkur de x de liatervalle / (voir n*^ i\\ 

••) On pourrait aussi procWer comnie jlu r*-' 72 en ucLKsant le développement d^un« fonction con- 
tiDoe en série de polynômes (n, page 50). 
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continues (qui se déduit dans le Chapitre précédent de nos théorèmes généraux) nous 
pennet d'affirmer que la condition pècessaire et sufBsante pour qu'un ensemble de 
fimoions uniformément continues dans / soit compact est que ces fonctions soient en 
dxaque point de / bornées et également continues. Nous n'avons plus maintenant au- 
CBDe difficulté â appliquer nos théorèmes généraux aux ensembles de fonctions contir 
mes dans / en nous souvenant que la limite dont il s'agit dans ce qui suit est la limite 

UNIFORME. 

Théorème. — Étant donni un ensemble quelconque E de fonctions uniformément 
cmtjnues dans f, on peut extraire de E une suite dinomhràble d'éléments telle que tout 
âémint de E appartienne à cette suite ou soit un de ses éléments limites (n° 45), On 
sak aussi que l'ensemble dérivé de E est fermé *). 

Théorème. — Si u même ensemble E est non dénombràble, il donne lieu à au 
moins un élément de condensation (n° 43). Remarquons que la définition générale des. 
itments de condensation peut se traduire ici de la façon suivante : Un élément /(x) 
est un élément de condensation de £ si, quel que soit e > o, il y a une infinité non 
dénombrable d'éléments ç(x) de E tels que /(x) — e < 9(x) </(x) -|- £• 

Théorème. — Soit F un ensemble fermé de fonctions uniformément continues dans 
»n intervalle /. i® On peut toujours décomposer ut ensemble en un ensemble dénombra- 
ile et un ensemble parfait ou nul (n° 44). 2° Si F fait partie d'un ensemble B de fane- 
Hons qui sont en chaque point de / également continues et bornées^ on pourra extraire de 
B une suite d'éléments f^ (x), /^ (x), ...et former une suite de nombres positifs e^ , e^ , ... 
telles que Von obtienne F en supprimant de B les fonctions f(x) qui vérifient l'une des 
inégalités suivantes: 

/. W - « </W </. W + »,••> /. W - * </W </.(*) + ',••• (n° 34). 

Théorème. — Soit B un ensemble fermé dt fonctions également continues et bornées 
en tout point d'un intervalle f. S'il existe une famille H d'ensembles I de fonctions de 5, 
telle que toute fonction de B est intérieure au sens étroit à l'un au moins de ces ensem- 
bles j on peut extraire de H un nombre fini d'ensembles I formant une famille G jouis^ 
sant de la même propriété que H. La réciproque est vraie (n° 42). 

58. En particularisant la question que nous avons résolue au n° 39, on obtient le 
problème posé par M. Hadamard en ces termes : « Soit E l'ensemble des fonctions 
continues entre o et i,. ayant des valeurs déterminées aux extrémités, ou remplissant 
des conditions analogues. Divisons E en ensembles partiels Jk, tels que deux fonctions 
quelconques appartenant à E aient un écart moindre que e. Considérant les Ä, comme 
autant d'individus, on peut dire que l'ensemble ^, , qui a ces Ä, comme éléments, nu- 
mhe l'ensemble E. C'est cet ensemble ^^ dont il conviendrait d'étudier les propriétés 
et en particulier la puissance ». 

La théorie générale appliquée ici nous permet de donner à ce problème une solu- 



*) Nous savons (n^ 22) qu'il n'en serait plus ainsi, si Ton avait pris la définition de la limite 
daa& son sças ordinaire, c'est-à-dire sans la supporr nécessairement uniforme. 
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don complète en ce qui concerne la puissance, et même il nous est indifférent de sup- 
poser ou non que les valeurs des fonctions soient ou non données aux extrémités. La 
réponse est la suivante: Quel que soit un ensemble E de fonctions uniformément continues 
dans un intervalle /, on peut toujours choisir sa décomposition en ensembles k^ de façon 
que ^, soit dénombrablt (n° 40). Pour que ^, non seulement soit dénombrable mais se 
compose d'un nombre fini de termes quel que soit e, il faut et il suffit que les fondions 
appartenant à E soient en chaque point de J bornées et également continues (n° 41). 
Dans les deux cas, on pourra choisir les Jfe, de façon que chaque élément de E soit 
intérieur au sens étroit à au moins l'un d'eux. De plus, nous connaissons un moyen 
effectif de déterminer les Jfe, dans le cas général et cela indépendanmient de E. 

59. Les opérations portant sur des fonctions continues sont spécialement appelées 
des fonctionnelles par M. Hadamard (xi). Un exemple important de fonctionnelle con- 
tinue est la fonctionnelle linéaire: 



U(f) = £mix)f{x)dx, 



OÙ m(^x) est une fonction bornée intégrable dans l'intervalle (a, b). 

Nous pouvons appliquer encore id nos théorèmes généraux sur les opérations. 

Théorème. — Soit U une fonctionnelle continue dans un ensemble fermé B de 
fonctions de x bornées et également continues en tout point d'un intervalle /. Cette 
fonctionnelle: i" est bornée dans B; 2° y atteint au moins une fois sa limite supérieure 
(n® II). Réciproquement, si utte circonstanu a lieu pour toute fonctionnelle continue dans 
Bj B est un ensemble fermé de fonctions également continues et bornées en tout point 
de J (n» 51). 

Théorème. — Pour qu'une suite de fonctionnelles 17, , 17^, . . . , continues dans un 
champ quelconque E de fonctions de x uniformément continues dans /, converge vers une 
fonctionnelle continue dans jE, il faut et il suffit que la convergenu soit quasi-uniforme 
dans tout ensemble fermé formé de fonctions également continues et bornées appartenant 
à E (n° 14). 

Théorème. — Considérons une famille ^ de fonctionnelles continues dans un en- 
semble fermé de fonctions également continues et bornées en tout point d'un intervalle J. 
Pour que de toute infinité de fonctionnelles de ^, on puisse extraire une suite qui con- 
verge uniformément, il faut et il suffit que les fonctionnelles de ^ soient bornées et éga- 
lement continues en tout élément de l'ensemble de fonctions (n° 48). 

Chapitre V. 

Les ensembles et les fonctions de points de l'espace 
à une infinité dénombrable de dimensions. 

60. Un grand nombre des éléments qui interviennent en mathématiques sont dé- 
terminés chacun complètement par une suite infinie de nombres réels ou complexes: 
Par exemple, une série de Taylor est déterminée par la suite de ses coefficients sous 



E 
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k forme: ' 

f Une fonction contìnue de x entre o et i est déterminée par la suite des valeurs 
qa'cDe prend aux points d'abscisses rationnelles, par la formule d'interpolation de 
M. BoREL (n, page 80) : 

De même, un nombre irrationnel est défini par une suite de nombres rationnels; 
et ainsi de suite. 

On peut donc considérer les nombres de la suite qui définit chacun de ces élé- 
ments comme les coordonnées de cet élément envisagé comme un point d'un espace 
(£J à une infinité dénombrable de dimensions. U y a plusieurs avantages à opérer 
ainsi. D'abord l'avantage qui se présente toujours quand on emploie le langage géomé- 
aique si propice â l'intuition par les analogies qu'il fait naitre. Ensuite cela permet 
d'obtenir des propriétés générales applicables à toutes ces catégories d'éléments: celles 
qui résultent non de leur nature propre, mais de leur détermination par un ensemble dé- 
nombrable de nombres. Il reste d'ailleurs bien entendu qu'à toute suite infinie de nom- 
bres ne correspond pas nécessairement un de ces éléments. Par exemple, l'expression 
(i) ne définit /(x) que si la suite a^ , a^y . . . , a^ , ... satisfait à certaines conditions. 

61. Nous allons donc maintenant faire abstraction de l'origine de la suite de nom- 
bres qui définit un de ces éléments et considérer simplement cette suite: 

^i > ^a > • • • > ^ny • • • 

comme définissant un point déterminé x de l'espace. 

Nous dirons que deux points x, x' de (^EJ) coïncident, lorsque leurs coordonnées 
sont respectivement égales, et dans ce cas seulement. 

Pour pouvoir appliquer dans le cas présent les théorèmes généraux obtenus pré- 
cédemment, il nous sufiira de montrer que la classe des points de (^EJ) définit une classe 
(£) normale. 

6a. Écart de deux points de (£"«). — On pourrait définir de bien des manières l'écart 
de deux points : 

X » X ^ X- • . . • • ^ • ... 



Mais pour généraliser utilement le cas de l'espace à un nombre fini de dimensions, 
il faut s'arranger pour que, si l'écart (x, x') tend vers zéro, chacune des quantités 

Xj — -^'i j ^a — "^a > ' ' ' y ^n — Kj " ' ^^^^ vcrs zéro. 

Une question importante se pose, à savoir s'il ne serait pas utile de choisir cette 
définition de façon que cette suite infinie de différences tende uniformément vers zéro. 
Nous verrons plus loin (n° 68) qu'u est préférable de ne pas s'imposer cette condition 
qui semble assez naturelle. Quoiqu'il en soit, nous adopterons la définition suivante de 
l'écart, dont le choix sera justifié par la suite. 
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Nous appellerons écart des deux points jc, x\ le nombre bien défini: 

^^' *^ - I 4. |x. - x;i T- 2! I + |x. - jc.'| ^ ^ n\i-\. |x. - x:i ^ 

Le second membre est évidemment convergent quels que soient x, , x', ; x^^ x[; ... 
On voit qu'il est toujours > o lorsque x et x' sont distincts. De plus, on a, quel 
que soit n: 

comme il est facile de le vérifier. 

Donc on a pour trois points quelconques x, x\ x": 
ix\x")^(x,x-)-\-ix,x"). 

Ainsi le nombre que nous venons de définir satisfait bien aux deux conditions gé- 
nérales que nous avions imposées à la définition de l'écart (n° 49). 

63. Umitß (fun point de (^EJ). — De la définition de l'écan résulte la définition de 
la limite d'un point de l'espace {E^), 

On dit qu'un point x*"^ de l'espace (^EJ) tend vers le point x de {EJ)j quand n 

croît indéfiniment, si l'écart (x^"\ x) tend vers zéro avec — . Mais on peut donner 

ft 

une définition équivalente faisant intervenir direaement les coordonnées, au moyen du 
théorème suivant: 

Théorème. — La condition nécessaire et suffisante pour quun point de (EJ) 

tende vers un point: 

X : Xj , -^a ) • • • > x^ , . . . , 

est que, quel que soit /), x*"' tende vers x. quand n croit indéfiniment. 

En effet, supposons d'abord que cette dernière condition soit réalisée. Je vais mon- 
trer que (x, x^"^) tend vers zéro. Pour cela observons qu'on a: 

(V • (n)\ y r^i ^\ I i^ i^ ^ \^f ""■ ^p \ i^ 

^-' ^>*. * )^i^\x^- x<;'| "i r JT 1 -f- |x^ - x<"'| ■^'''' 

en appelant r^ l'expression indépendante de n : 

Cette dernière quantité tend vers zéro avec — ; on peut donc fixer un nombre p 

indépendant de n, tel que l'on ait fp <^ — . Le nombre p étant ainsi fixé, il est ma- 
nifeste que la somme des p termes qui le précèdent dans l'inégalité (2) tend vers 
zéro quand n croît indéfiniment. On peut donc trouver un nombre q tel que leur 

somme soit inférieure à — pour n^ q. En résumé, nous obtenons un nombre q tel 

que Ton ait: 

(x^"^, x) < e, pour n > y; 

« qui démontre que la condition supposée était bien suffisante. 



I 
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Démontrons qu'elle est nécessaire. L'expression de (x, x^"^) montre que Ton a pour 
toute valeur de p : 



\x, - x'; 



.(«)i 



' </»!(*, x<->). 



Donc le premier membre tend vers zéro lorsque, p restant fixe, n croît indéfini- 
ment Ceci ne peut arriver que si x^*' tend vers x^ pour toute valeur fixe de />. 

64. Cette proposition permet de montrer que la classe {E^) admet une générali- 
satk)D du théorème de Cauchy : 

Théorème. — La condition néussaire et suffisante pour quune suite infinie de points 
k l'espau (E^ : 

Jii) ^(») v<») 

ait une limite, est que, quel que soit le nombre e>o, on puisse déterminer un nombre n 

td que Von ait : 

(x<*"^ x<-0 < e, 
quel que soit Venticr p. 

La condition est évidemment nécessaire. 

Inversement, supposons la condition réalisée. On aura : 

D'où: ' 

en supposant e <[ -y . Ayant une fois fixé q^ on pourra prendre e de façon que 

q\ \ — tq\^^ 

bi éunt donné à Tavance; alors e déterminera « et on aura: 

quel que soit p. D'après un théorème bien connu de Cauchy, il en résulte que la 
suite des nombres : 






a une limite x^ lorsque n croît indéfiniment. Et ceci a lieu quel que soit q. D'après le 
théorème précédent, cela prouve que la suite x^^\ . . . , x^"\ ... a une limite déterminée 
x: ^, > • • • j ^ç j • • • 

Les ensembles de points de l'espace (EJ). 

65. Du fait que l'on peut définir l'écart de deux points de l'espace {EJ) à une 
infinité dénombrable de dimensions, il résulte que les points de cet espace forment une 
classe (J?). Nous compléterons de plus l'assimilation à la théorie générale par le théo- 
rème suivant: 

R«êU. Cir€. Mmiêm. FaUrmê, t. XXII (1906). — Sumpato il 50 maggio 1906. 6 
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Théorème. — Lts points di l'espace (E^ forment une classe (ß) normale. 

Nous savons déjà qu'ils forment une classe {E) admettant une généralisation du 
théorème de Cauchy sur les suites convergentes. Cette classe (JE) est évidemment par- 
faite. D suffit de montrer qu'on peut la considérer comme l'ensenible dérivé d'une suite 
dcnombrable de ses éléments. Pour cela remarquons d'abord que l'ensemble des nom- 
bres rationnels de signe quelconque est un ensemble dénombrable qu'on peut mettre 
sous b forme d'une suite : 

^i 5 ^a 5 • • • î ^« ? • • • 

Considérons alors l'ensemble D des points de l'espace (JE^ qui ont des coordon- 
nées de b forme: 

où />, n^ , «, , . . . , n^ sont des entiers positifs quelconques. Cet ensemble est évidem- 
ment dénombrable et on voit facilement que tout point de {E^ est limite d'une suite 
d'éléments de D. 

66. Les ensembles compacta.— Lz notion d'ensemble compaa prend une signification 
géométrique très simple dans le cas d'un ensemble de points de (E^, Pour l'indiquer, 
nous dirons d'abord qu'w« ensemble de points de ÇEJ) est contenu dans un domaine fini, 
si l'on peut trouver une suite de nombres ^ o : Af , , Af, , . . . tels que l'on ait pour 
tout point (x, , . . . , x^j . . .) de l'ensemble : 

Théorème. — La condition niussaire et suffisante pour quun ensemble E de points 
de l'espace {EJ) soit compact est que cet ensemble soit contenu dans un domaine fini. 

En effet, supposons l'ensemble E compaa; s'il n'était pas dans un domaine fini, 
on pourrait trouver n tel que l'ensemble des coordonnées de rang n des points de E 
ne soit pas borné. Autrement dit, il faudrait que, quel que soit />, on puisse trouver 
un point x^^^ de E tel que, en appelant jcj/*^ sa coordonnée de rang «, on ait : 

Or ceci est impossible si E est compact; car, de b suite des points de E: x**\ 
x^^^, ... on pourrait extraire une suite x^^*^, x^^'\ . . . ayant une limite jc. Et alors les 
nombres x^^'\ x[^^\ ... qui croissent indéfiniment comme p^^ p^^ ... auraient ime 
limite finie x,. 

Inversement, supposons que E soit dans un domaine fini. Alors, ou bien il n'y a 
qu'un nombre fini d'éléments et dans ce cas E est compaa par définition, ou bien il 
y a un nombre infini d'éléments distincts. Considérons un ensemble infini E^ contenu 
dans E, L'ensemble de ses coordonnées de rang i est borné par hypothèse. Donc: ou 
bien il y en a une infinité qui sont égales à un môme nombre x, , ou bien on peut 
en trouver une infinité qui sont distinctes et tendent vers un nombre déterminé x, . 
Dans les deux cas, on pourra extraire de £", une suite de points de {E^): 

A , A ,...,A ,..., 

telle que la suite x\'\ x[^\ . . . , x["\ ... ait une limite déterminée x,. De cette pre- 
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mière suite, on pourra extraire une autre suite de points rangés dans le même ordre: 

îdfc que les coordonnées du deuxième rang aient une limite déterminée x\ , les coordon- 
nées du premier rang continuant à tendre vers x,. Et ainsi de suite. On arrivera à 
fonncr une suite de points de E^ : 

A , A y ... y A. )••• 

contenue dans les suites précédemment formées et telle que les coordonnées de rang 
lu plus égal à p aient respectivement des limites déterminces : x, , x, , . . . , x.. 
Alors, considérons la suite de points de E^ distincts : 

VW XyXy...yXy.... 

A partir du rang py et ced quel que soit /), cette suite est formée d'éléments de la 

suite A^*''\ x^^'^\ . . . , x^"'^^, . . . pris dans le même ordre. Donc ses coordonnées de 

rang p tendent, quel que soit py vers un nombre déterminé x . Autrement dit, la suite 

(I) est une suite d'éléments de E^ qui sont distincts et ont une limite déterminée: le 

point de coordonnées 

Xj , x^ , . . . , x^ , . . . . 

La proposition est ainsi démontrée *). 

Applications des théorèmes généraux. 

67. D n'y a plus maintenant aucune difficulté à appliquer aux ensembles de points 
de l'espace (^EJ) les théorèmes énoncés pour les ensembles tirés d'une classe (£) nor- 
male. 

THÉORèME. — Considérons un ensemble quelconque E de points de l'espace {EJ) 
à une infinité dénomhrahU de dimensions : i° on peut extraire de E un ensemble dénom- 
brable de points, D, tel qm tout point de E appartienne, soit à D, soit à son dérivé D* ; 
2** V ensemble E' dérivé de E est fermé; 3° l'ensemble E est dénombrable ou sinon donne 
Heu à au moins Un point de condensation. 

Théorème. — Si un ensemble E de points de l'espace (^EJ) est dans un domaine fini, 
f ensemble de uux de ses points qui ne sont pas des points limites de E est dénombrable. 

Théorème. — Soit E un ensemble de points de l'espace {E^ qui est fermé et con- 
tenu dans un domaine fini D: 1° il existe un ensemble dénombrable G de sphéroïdes 
tels qu'on obtienne E en enlevant de D les points intérieurs à chacun de ces sphéroïdes; 
2® E peut être décomposé en un ensemble dénombrable de points et un ensemble parfait 
ou nul sans points communs avec le précédent ; 3° il existe au moins un ensemble K de 
points de {EJ) dont l'ensemble dértvé coïncide avec E. 

Théorème. — Pour qu'un ensemble E de points de l'espace {E^ soit fermé et con- 



•) M. MoNTBL est depuis longtemps en possession de la condition suffisante qui lui a servi pour 
établir certaines propositions énoncées dans une Note des Comptes Rendus (xxv). 
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Unu dans un domaine fini, il faut et il suffit que de toute famille G d'ensembles I de 
points de E telle que tout point de E soit intérieur au sens étroit à l'un au moins des 
ensembles /, on puisse extraire un nombre fini de ces ensembles I formant une famille H 
jouissant de la même propriété que G. 

Théorème. — Tout ensemble parfait de points de (EJ) possède la puissance du 
continu. 

On peut encore ici résoudre une question analogue à celle qui a été posée par 
M. Hadamard pour les ensembles de fonctions continues (n° 39). 

Soit E un ensemble de points de l'espace (£"„); décomposons E en ensembles 
partiels k^ tels que deux points quelconques de l'un d'eux ^aient un écart moindre que 
e, et soit ^, l'ensemble des k^. Quels que soient E et e, on peut toujours opérer utte 
décomposition de façon que ^, soit dénombrable. Pour que, quel que soit e, on puisse dé- 
composer E en un nombre fini d^ ensembles *,, il faut et il suffit que E soit contenu dans 
un domaine fini. 

68. Remarque. — C'est ici le lieu d'observer qu'on aurait pu être amené à choisir 
une autre définition de la limite d'une suite de points de l'espace (^EJ). D semble au 
premier abord qu'il aurait été plus naturel, en même temps que plus adéquat aux ap- 
plications, d'adopter la définition suivante: Une suite de points x^*^, x^*^, . . . , x^"^, . . . 
tend vers un point x lorsque, étant donné un nombre e > o, on peut trouver un 
entier q tel que l'on ait: 

1^^;^ — Xp\ < e, pour « > î, 

quel que soit le rang p des coordonnées considérées de x^"^ et de x. 

U y aurait certainement lieu d'étudier une théorie des ensembles et de la continuité 
dans l'espace {EJ) fondée sur cette définition qui peut présenter parfois des avantages 
(xviii). Cependant, elle se prête moins bien aux applications de nos théorèmes généraux. 
En effet, on voit que pour déduire cette définition d'une définition convenable de l'écart, 
on est amené à appeler écan de deux points x, x' la limite supérieure de \x — x' | 
quand p prend toutes les valeurs entières possibles. Cette définition semble beaucoup 
plus simple que celle que nous avons adoptée; elle a pourtant l'inconvénient de ne pas 
s'appliquer à deux éléments* quelconques. Plus exactement, elle pourrait donner une valeur 
infinie à l'écart de deux points dont les coordonnées sont finies (mais non bornées). 

Un autre inconvénient de cette méthode est qu'on ne voit plus nettement quelle 
est la signification géométrique qu'il faut attacher à la notion d'ensemble compaa. En 
effet, il est facile de former un exemple d'un ensemble de points de {EJ) qui est con- 
tenu dans un domaine fini et qui n'a pourtant aucun élément limite au sens de la 
deuxième définition. On pourrait peut-être espérer qu'il y a un élément limite lorsqu'on 
impose à l'ensemble d'être, non plus seulement infini, mais non dénombrable. Ou bien 
encore en restreignant la définition que nous avons donnée d'un domaine fini et en 
disant que le domaine sera fini si toutes les coordonnées sont en valeur absolue infé- 
rieures à un même nombre fixe. Aucune de ces restrictions ne peut pourtant restituer 
sa validité au théorème en question. Il suflSt en effet de considérer l'ensemble de tous 
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les points distÎDcts dont les coordonnées sont toujours égales à o ou i. Cet ensemble 
I h puissance du continu (il n'est donc pas dénómbrable) et toutes les coordonnées de 
ses points sont bornées dans leur ensemble; il n'a pourtant aucun point limite au sens 
de la deuxième définition. Il en a au contraire au sens de la première. 

Les fonctions d'une suite infinie de variables indépendantes. 

"S 

•;' 69- Conformément à nos définitions générales, nous dirons qu'une fonction d'une 
c. smce infinie de variables x, , x, , . . . , x^ , ... : 

i 7 C^i > ^a > • • • J ^n > • • V 

/ est continue, si f(x\^\ x^/\ . . . , xjf ^, . . .) a pour limite f(x^ , x^ , . . . , x„ , . . .) lorsque 

x'/-, y/', , xjf ^, . . . tendent simultanément, mais indépendamment, vers x^ , x, , . . . , 

I,, ... quand p croît indéfiniment. Nous pouvons encore ici appliquer nos théorèmes 
généraux: 

Théorème. — Si une fonction d'un point de Vespace {E^^ à une infiniti dénómbrable 
ie dimensions est continue dans un ensemble limité et fermé de points de ut espace, utte 
jonction: i® est bornée; 2® atteint en au moins un point de E sa limite supérieure. Ré- 
ciproquement, si utte propriété a lieu pour toutes les fonctions continues dans un ensemble 
E, cet ensemble est limité et fermé. 

Théorème. — Toute fonction continue dans un ensemble extremal de points de 
îespcue ÇEJ) est uniformément continue dans ut ensemble. 

Théorème. — La condition nécessaire et suffisante pour qu'une série de fonctions con- 
tinues en tout point d'un ensemble extremal de points de l'espace (^EJ) converge vers une 
fonction continue, est que la convergence de cette série soit quasi-uniforme. 

Théorème. — Soit ^ une famille de fonctions continues dans un ensemble limité et 
fermé de points de l'espace {E^^- Pour que, de toute infinité de fonctions de ^^ on puisse 
extraire une suite qui converge uniformément, il faut et il suffit que les fonctions de 
^ soient également continues et bornées en tout point de l'ensemble. 

Chapitre VI. 
Fonctions holomorphes à l'intérieur d'une même aire. 

70. Considérons dans le plan complexe des ^ une aire quelconque ^ à contour 
simple ou multiple. Nous allons étudier les ensembles dont les éléments sont des fonc- 
tions holomorphes en tout point intérieur à ^. Pour éviter des restrictions dans les 
énoncés que nous allons obtenir, nous ne nous préoccuperons pas de ce qui se passe 
sur le contour de ^. Autrement dit, nous considérerons comme identiques deux fonc- 
tions holomorphes à l'intérieur de ^ qui ont même valeur en tout point intérieur à Ji. 

Pour appliquer nos théorèmes généraux, nous montrerons qu'on peut définir un 
écart. Supposons qu'on ait déterminé une suite d'aires limitées ^j, ^j, ... ^^, ... 
chacune intérieure aux suivantes et à Jt 9 de façon que toute aire ^' intérieure à ^ se 
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trouve aussi intérieure aux aires de cette suite à partir d'un certain rang *). Pour définir 
l'écart de deux fonctions f ti g holomorphes à l'intérieur de Jt> nous appelons u^ le : 
maximum fini de |/(0 — f (01 fl^^^d x. varie dans Jt, ou sur son contour. La série . 

il 1 il lu 

est certainement convergente; sa somme sera par définition Técart (/, f) de / et de; 
dans ^. On voit que si \f{^ — ?(0I ^ ^^^ limite supérieure finie u quand :^ varie 
de façon quelconque à l'intérieur de ^, l'écart sera inférieur à — j- — . Mais l'écart 

aura une valeur finie < e même dans le cas contraire. 

En se servant des remarques faites pour les points de l'espace {EJ) au n° 62, on 
voit encore que la définition que nous venons de donner satisfait bien aux conditions 
imposées à celle de l'écart (n° 49). 

Conformément à la théorie générale, nous dirons donc que, étant données deux 
fonctions holomorphes à l'intérieur de ^ : /(:() et /, (:^), la fonction /(:() est la limite 

de/^(0 si leur écart tend vers zéro avec — . 

Pour se rendre compte de la signification de cette définition, il suffit de remarquer 
que la condition nécessaire et suffisante pour que V écart (/, /^) tende vers x^o est que 
fnOÙ ^^^^ uniformément vers f(^ dans toute aire Ji' intérieure à ^. 

En effet, si cette condition est remplie, le maximum u^"^ de \f(^ — /«(Ol ^^^°^ 
^^ tend vers zéro avec — , quel que soit l'entier fixe p. D'après un raisonnement em- 
ployé plus haut (n® 63), cela suffit pour que l'écart 






ait aussi pour limite zéro. Inversement, si l'écart tend vers zéro, il en est de même 
de u^"^^ quel que soit l'entier fixe /), d'après l'inégalité : 



^(.) 



^.</>ia,/o. 



Donc /„(O ^ciid uniformément vers /(O dans chaque aire ^^ et par suite dans toute 
aire ^' intérieure à Ji. Mais il n'est pas certain que la convergence de /.(O vers 
f{jO soit uniforme dans ^. On en verrait un exemple en prenant pour ^ le cercle 
\x\^i et en posant /^(:()^:(", /(:()^o. Il nous semble pourtant préférable d'adop- 
ter notre définition plutôt que celle d'après laquelle on considérerait seulement /(:() 
comme limite de/^(0 quand /,(:() tend vers/(:() uniformément dans toute l'aire ^. 



*) Par exemple, si ^ est limitée par un contour convexe simple, on prendrait pour ^, rhomothéti- 
tt ^ dans le rapport relativement à un point fixe pris indépendamment de » à l'intérieur de ^. 
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Car on serait amené à ne pas toujours considérer une fonction telle que , comme 

mite de son développement de Taylor dans son cercle de convergence. 

71. Ainsi donc, nous allons établir notre théorie des ensembles de fonctions ho- 
imarphes à Tintérieur de Jl ^^ considérant une fonction comme limite d'une autre, 
rsque la valeur de la seconde tend vers la première uniformément à l'intérieur de toute 
ne intérieure à ^. 

Pour pouvoir appliquer nos théorèmes généraux de la Première Partie, nous dé- 
DDtrerons que la classe des fonctions holomorphes à l'intérieur d'une même aire ^ est 
e classe (E^ normale. 

Nous savons qu'on peut la considérer comme une classe {E). Montrons qu'elle 
n^t une généralisation du théorème de Cauchy. 

Théorème. — Pour qu'une suite de fonctions ; 

bmorphts à l'intérieur d'une aire ^ soit uniformément convergente dans toute aire ^' 
nplitement intérieure à ^, il faut et il suffit qu'à tout nombre e > o, on puisse faire 
respondre un entier n tel que Von ait, quel que soit p : 

H n'y a aucune diflSculté à montrer que la condition est nécessaire. Pour montrer 
'die est suflSsante, appelons a^"''^ le module maximum de !/.(:() — frOOl ^^^^ % • 
mnons-nous maintenant une aire ^' intérieure à ^. On pourra prendre q assez 
md pour que ^' soit aussi comjdètement intérieure à ^^ . Ayant ainsi fixé le nombre 

choisissons un nombre e > o, inférieur à —5-^ — ; — r . 

y!(i+a>) 

Par hypothèse on pourra trouver un entier n tel que l'on ait: 



el que soit p. Or, 



)nc 






I <'"*^' 



q\ ! + <'• 

a',"'"*" < (ù. 

itretnent dit, étant donné w > o, on peut trouver un entier n, tel que l'on ait en 
ut point de ^ : 

l/.(0-/^(OI<», 

el que soit l'entier p. Par conséquent la suite /, (;(), /^ (;(), ... est bien uniformément 
n vergente dans ^'. 

7a. Démontrons maintenant que les fonctions holomorphes à l'intérieur d'une 
fane aire JL forment une classe separable. 
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Théorème. — On peut déterminer, une Jois pour toutes, une suite S de polynômes 
^i(0> ^a(0> • • • > ^«(Oj • • • ^^'^ 9^ ^^"^ fonction holomorphe à l'intérieur de ^ sou 
limite d'au moins une suite extraite de 5, et ula uniformément dans toute aire limita' 
^' intérieure à ^. 

Nous nous appuierons sur ce théorème bien connu que toute fonction /(:Q holo- 
morphe à l'intérieur de ^ est la somme d'une série de polynômes (avec convergence 
uniforme dans toute aire ^' intérieure à ^). Alors, quel que soit n on peut déterminer 
un polynôme ß.(0 ^ i^^ 1'^^ ^^ ^^^^ ^^"^^ Vaire Ji^, contour compris 

l/W-ô.(OI<^. 



Mais en remplaçant les parties réelles et imaginaires des coeflScients de ô«(0 

leurs valeurs rationnelles approchées à moins 

(en prenant q assez grand) un pol3mome R^( 
Ton ait dans Taire limitée ^, et sur son contour 



par leurs valeurs rationnelles approchées à moins de — près, on pourra toujours for- 
mer (en prenant q assez grand) un pol3mome R^Q() i coefficients ratiomiels tels que 



1(2.(0 -Jî.(Ol<^- 

I>onc on aura [/'(:() — J?,(OI < — àans ^^ et par suite R^K) tend uniformément 

vers /(:() dans toute aire limitée ^' intérieure à Jt- D'ailleurs, la suite J?,(0> -^aCO? ••• 
est extraite de l'ensemble E des polynômes de la forme: 

^o + ^,^ + ^at'+ •'• +^>^* , i K + Ki+K^'-i h^^ 

où ç' et Jk sont deux entiers positifs; a^,, a^, ... a^, i^, i, , ... A^ des entiers positifs 
négatifs ou nuls. Il suffit évidemment de démontrer que l'ensemble E est dénombrable. 
D'ailleurs cet ensemble est la somme des ensembles £ . de ceux de ces pol3momes qui 
correspondent à des valeurs fixes de q et de k. Il suffit donc de démontrer (n, page 2) 
que chacun des ensembles E ^ est dénombrable. Or cela résulte de ce que les poljmo- 
mes de E^^^ pour lesquels |aj + k,l + • • • + kj + l^ol + * • * + IM = ^ sont en 
nombre fini pour chaque valeur de r et qu'on obtient E^^ prenant successivement 
r = I, 2, . . . . 

73. Théorème. — La condition néussaire et suffisante pour qu'un ensemble de fonc- 
tions holomorphes à l'intérieur de ^ soit un ensemble compact est que les fonctions it 
ut ensemble soient en module bornées dans leur ensemble dans toute aire limitée ^' inté- 
rieure à ^. 

La condition est nécessaire d'après un raisonnement entièrement analogue à celui 
du n° 18, en considérant l'aire limitée ^' comme un ensemble extremal de points du 
plan. 

Pour démontrer que la condition est suflisante, il suffit de démontrer que si l'on 
considère une infinité / de fonctions holomorphes à l'intérieur de ^ et bornées dans 
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toute aire ^' intérieure à ^, on peut extraire de / une suite qui converge uniformé- 
iiKnt dans chacune de ces aires ^' *). 

Or on peut extraire de ^ une suite S de points intérieurs à ^: a^, a^, ... , a^, ..., 
telle que tout point intérieur à ^ appartienne à la suite 5 ou à son ensemble dérivé 
(n*^ 45). Soit r, la limite inférieure de la distance de a^ aux points non intérieurs à 

^. Appelons F^ un cercle de centre a^ et de rayon p^ = r^l — -r- — 1 . Tout point 

intérieur à ^ est intérieur à l'un au moins des cercles V^; et inversement, tout point 
de r_, ou de son contour, est intérieur à ^. Dans chacun des cercles V^ une quelcon- 
que des fonctions f(x) de / est développable en une série de Taylor qui converge 
uniformément dans T^ , contour compris : 

m = '»o.. + «...a -«.)+•••+ «,,.(^ - «,y + • • • 

Alors, à chaque fonction /(:()? ^^ P^^^ ^^^^^ correspondre un point A de l'espace 
(EJ) à une infinité dénombrable de dimensions, à savoir le point ayant pour coordon- 
nées l'ensemble dénombrable de nombres: 

(0 ^o.,J ^,,.^ ^a,.5 •••> ^o,iJ ^,,aJ ^i,a> •••; \nJ ^n J '" **> 

Par suite, à l'ensemble / de fonctions /(;() correspond un ensemble G de points 
A de {£J)' Cet ensemble est limité, car on a, quel que soit le point Aj 

en appelant Af^ un nombre supérieur au module de toute fonction f(x) de / en tout point 
d'un cercle C[ de centre a^ et de rayon p^ > p„ et < r„ . Dès lors, l'ensemble G est 
compact (n° 66) et on peut prendre une suite de ses points A^^ A^^ ... ayant une 
limite B, En appelant 

les coordonnées de A et 
cdles de B^ on aura: 

quels que soient />, n. Il en résulte en particulier que l'on a : 



*) Ce théorème a été démontré par M. Arzelà (x, page 6) lorsqu'on ajoute à notre hypothèse 
les conditions: 1° que les fonctions de I sont bornées, non seulement dans les ^', mais dans tout ^ 
(ce qui est moins général) ; 2° que les dérivées de ces fonctions sont aussi bornées dans ^, ce qui est 
inutile. M. Montel a énoncé sans démonstration (xxv) que si des fonctions sont régulières dans ^, 
continues sur le contour et bornées dans leur ensemble dans ^, on peut en extraire une suite qui con- 
verge uniformément dans ^. 

•^ Ces nombres ne sont pas rangés de façon à suivre l'ordre d'un seul indice comme au Chapi- 
tre V. Mais il suffit de savoir qu'on pourrait le faire. 

RmU. Cwt. Mmitm. PûUrmo, t. XXII ( 1906). — Stampato il 30 maggio 1906. 7 
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par suite, pour chaque valeur de n la série : 

converge vers une fonction <p,(0 holomorphe à l'intérieur de C^, Soient d'autre pan 
fiOO^ /a(Oj ••• '^s fonctions de / qui correspondent à A^^ -^^j ••• Je vais démontrer 
que cette suite de fonctions a une limite. Çn effet, on a dans tout cercle F^: 

(/,(o - ?.(oi < \<n - KJ + • • • + 1<. - ^j(p.y 

En prenant p assez grand, le dernier terme sera <[ — ; p étant ainsi choisi et fixé, la 
somme des /> -f" ^ premiers termes tend vers zéro avec — , on peut donc trouver h 

tel que cette somme reste inférieure à — pour y > fc. En résumé, / QO tend unifor- 

mément vers 9,(:0 dans F^ contour compris. 

Comme tout point intérieur à ^ est intérieur à au moins un cercle F^, on voit 
d'abord que Ton a bien extrait de / une suite /, , /^ , ... convergente en tout point 
intérieur à ^. De plus, la limite /(:Q est une fonction holomorphe en tout point inté- 
rieur à ^ puisqu'elle coïncide avec 9^(0 ^^^^ ^\ quel que soit n. Enfin, la conver- 
gence est uniforme dans toute aire limitée ^' intérieure à ^. En effet, les points de 
cette aire ^' (contour compris) forment un ensemble limité et fermé dont chaque point 
est intérieur à l'un au moins des cercles F^ ; on peut donc extraire un nombre fini de 
ces cercles jouissant de la môme propriété (voir n° $6). La fonction /^ (;() convergeant 
uniformément dans un nombre fini de cercles F, convergera aussi uniformément dans 
l'aire ^' qu'ils recouvrent. 

Il serait d'ailleurs inexact d'affirmer qu'on peut choisir la suite /^ (;(), /^ (;(), . . . 
de façon qu'elle converge uniformément dans toute l'aire ^ (voir la note précédente). 
Cela serait inexact même si l'on supposait que les fonctions de / sont à la fois holo- 
morphes et bornées dans leur ensemble dans ^ contour compris. Il suflSt pour s'en 
rendre compte de prendre encore pour ^ le cercle \^ ^ i et pour / les fonctions ;(" . 

74. Application des théorèmes généraux, — Nous savons que les fonctions holomorphes 
à l'intérieur d'une même aire ^ forment une classe {E) normale. Nous pouvons donc 
leur appliquer les résultats généraux de la Première Partie en ayant soin de conser- 
ver à la définition de la limite d'une suite de fonctions holomorphes dans ^ le sens 
que nous avons précisé plus haut (p? 71). 

THÉORèME. — Soit E un ensemble quelconque de fonctions holomorphes à l'intérieur 
d^une mime aire ^ à contour simple ou multiple: i" l'ensemble des éléments limites de 
E est fermé; 2° ou bien E est dénombrable, ou bien E donne lieu à au moins un clément 
de condensation (n° 8); 3° on peut extraire de E une suite dénombrable S de fonctions 
telles que toute fonction de E appartienne à S ou soit limite d'au moins une suite ex- 
traite de S. 

Théorème. — Si les fonctions de l'ensemble E précédent sont en module bornées dans 
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im ensemble dans toute aire limitée ^' intérieure à ^, V ensemble des fonctions de E 
fiti ne sont pas limites de fonctions de E est dénombrable. 

Théorème. — Soit F un ensemble fermé de fonctions holomorphes et bornées en mo- 

^j ialt dans leur ensemble dans toute aire limitée ^' intérieure i ^: i° il existe au moins 

j wr ensemble H de fonctions holomorphes à l'intérieur de ^ dont V ensemble des éléments 

l limites coïncide avec F; 2° on peut décomposer F en un ensemble dénombrable et un en- 

à semble parfait ou nuL 

f Théorème. — Tout ensemble parfait de fonctions holomorphes à l'intérieur de ^ 

I possède la puissanu du continu. 

On peut aussi répondre à une question analogue à celle de M. Hadamard (n°* 39, 58) 
et donner une généralisation du théorème de M. Borel (n° 42) pour des ensembles 
de fonctions holomorphes. 

75. De même, considérons des opérations fonctionnelles (n*' 4) dont la variable 
soit une fonction holomorphe (voir xvi, xxvi). 

Théorème. — Soit F l'ensemble précédemment considéré de fonctions holomorphes. 
Toute opération réelle continue portant sur des fonctions holomorphes de F: i^ est uni- 
f armement continue dans F; 2° est bornée et atteint sa limite supérieure pour au moins 
wu fonction de F. 

Réciproquement, si toute opération réelle continue dans un ensemble E de fonctions 
holomorphes à l'intérieur d'une même aire ^ atteint sa limite supérieure pour au moins 
une fonction de E, l'ensemble E est fermé et compact. 

Théorème. — Considérons une série d'opérations continues dans un ensemble fermé 
F de fonctions holomorphes et bornées dans toute aire limitée ^' intérieure à ^. Pour 
que la somme de utte série soit une opération continue dans F, il faut et il suffit que la 
convergence soit quasi-uniforme. 

Théorème. — Soit ^ une famille d'opérations continues dans le mime ensemble F 
de fonctions holomorphes. Pour que de toute infinité d'opérations de ^, on puisse extraire 
une suite qui converge uniformément^ il faut et il suffit que les opérations de J| soient 
également continues et bornées en tout élément de F. 

Chapitre VII. 
Ensembles de courbes continues et fonctions de lignes. 

76. Définition de fare de courbe, — Soient /, g^ è, trois fonctions de / continues dans 
un même intervalle I:a ^t ^b et qui ne sont à la fois constantes dans aucun inter- 
valle compris dans / ou qui sont à la fois constantes dans tout l'intervalle /. Les for- 
mules : 

(0 ^=/(0. y=g(j\ ^=hO) ia^t^h) 

définissent dans l'espace à trois dimensions un ensemble E de points (x, y^ ■(). Dans 
le second cas cet ensemble E ne comprend qu'un seul point ; dans le premier, il est non 
dénombrable et alors aussi parfait, limité et bien enchaîné^ Si l'on tient compte de 
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Tordre dans lequel se présentent les points de E quand on fait croître /, on obtient une 
suite ordonnée (ni, p. 27) qu'on appelle arc de courbe. Il y a donc entre Tensemble E 
et l'arc de courbe y? auquel il donne naissance, la même différence qu'il y a entre une 
combinaison et un arrangement. Autrement dit, considérons un système de trois fonc- 
tions F(tt), G(tt), //(«) satisfaisant aux mêmes conditions que/, gy h; les formules: 

(2) X = F(u), y = G{u), ^ = H{u) A^u^B 
définissent un arc de courbe T qu'on ne devra envisager comme coïncidant avec y que 
si non seulement y et T sont formés par le même ensemble de points, mais si encore 
on rencontre ces points dans le môme ordre quand on fait croître, soit /, soit w, dans 
(i) ou (2). Cette dernière condition est indépendante de la première; il suffit pour le 
voir de choisir, comme cela est facile, les formules (i) et (2) de façon à représenter 
deux arcs de courbes en forme de huit: QRSQTPQ çx QSRQTPQ formés des 
mêmes points non parcourus dans le même ordre. 

Remarquons que, comme dans l'exemple précédent, un même point géométrique 
peut être rencontré deux fois sur un arc de courbe, c'est-à-dire peut correspondre à 
deux valeurs de t différentes. Nous considérerons cependant ces deux valeurs de / comme 
correspondant à deux points de y distincts (points multiples). Cette convention faite, 
nous pourrons dire que, pour que deux courbes y et r coïncident, il faut et il suffit 
qu'on puisse établir entre leur points une correspondance univoque et réciproque telle 
que deux points correspondants comcident et que leur ordre soit conservé *), 

77. En général, on se contente de dire que deux courbes (i) et (2) coïncident, 
s'il est possible de trouver une fonction u = (f(t) continue et constamment croissante, 
allant de ^ à 5 quand t croît de a à t, et telle que Ton ait 

(3) f(t) = F[fO)], gQ)=G[^it)l *(0 = ^[?(0] («^t^*). 
Cette définition a l'inconvénient de ne pas avoir un rapport direct avec la notion in- 
tuitive que nous avons de l'identité de deux courbes, notion qui me semble clairement 
exprimée dans la définition que j'ai donnée plus haut. Remarquons d'ailleurs que, si la 
condition (3) est remplie, les courbes comcideront bien au premier sens que j'ai indiqué. 
Mais la réciproque est moins évidente. Pour la démontrer, observons que si l'on peut 
établir entre (i) et (2) cette correspondance dans laquelle l'ordre est conservé, on 
pourra évidemment obtenir des identités telles que (3) dans lesquelles ç(/) est une 
fonction bien déterminée pour chaque valeur de t et qui va sans jamais décroître de 
A i B quand t croît dt a i b, U reste à montrer que <p(^) est une fonction continue 
croissante. Or s'il en était autrement: ou bien (p(^) serait constante dans un certain 

^arvalle, et alors /(/), g(t), h{t) seraient à la fois constantes dans cet intervalle, ou 
\ ç(/) passerait brusquement de valeurs <<p(0"~*> ^ ^es valeurs supérieures à 
}-|-Ä quand / passe par t^ et alors l'ordre ne serait pas conservé. 



•) Remarquons que cette définition satisfait bien à ces conditions fondamentales que : 1° si y est 
itique à r, r est identique à y ; 2° si deux courbes sont identiques à une même troisième, elles 
tddent 
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Ainsi, la définition géométrique que nous avons donnée coïncide complètement 
avec la définition ordinaire. Celle-ci permet en particulier de supposer toujours que Tin- 
cervaile de variation du paramètre est l'intervalle (o, i); il suflSt de faire la transfor- 

matbn u = t • Nous admettrons toujours par la suite qu'on a effectué celle-ci. 

78. Définition de l'écart — Maintenant que nous savons discerner les courbes distinc- 
tes, nous pouvons considérer l'ensemble de toutes ces courbes comme formant une 
classe d'éléments à laquelle nous essayerons d'appliquer nos théorèmes généraux. Dans 
ce but, nous démontrerons qu'on peut donner pour cette classe une définition de l'écart. 

Considérons en effet deux représentations quelconques: 

(4) ^=/(0, y = gO)^ i = KO (o^/^i). 

(5) x = FQi), y = G(ul i=H{u) (o^u^i), 

de deux courbes y et r et formons l'expression 



HO = VUQ) - FO)Y + [gio - G(or + [KO - ^(0? (°^'^ ')î 

c'est une fonction continue de t qui a un maximum d^o. Nous appellerons écart des 
deux courbes la limite inférieure « X o de l'ensemble des valeurs de d obtenues en pre- 
nant pour (4) et (5) toutes les représentations possibles de y et de T. On peut simpli- 
fier k calcul de l'écart en remarquant qu'il suflSt de prendre pour e la limite inférieure 
des valeurs de d obtenues en prenant pour y une représentation quelconque déter- 
minée (4) et en faisant varier seulement la représentation de T. En effet, une re- 
présentation simultanée quelconque de y et de T pourra s'écrire, d'après ce qui précède, 

^=/[9(0], y=g[9i0l î= *[?(0] (o^/^i). 

où 9(^) et ^(u) sont deux fonctions continues croissantes. Alors, pour une telle repré- 
sentation la valeur de S sera 

^(0 = v\f[9(.o] - F[KO]r + !f [?(0] - G[KO]r + ik?(0] - h[^qw 

et si ?,(") ^^^ 1^ fonction inverse de <p(/), on aura, en posant 0(m) = +[<p,(")]> 

^ [?.(")] = n/i») - F[K"W + )K«) - G[KuW + IH«) - H[ô(«)]r. 

Mais le maximum de h^(t) est évidemment le même que celui de S,[?,(«^)] qui 
passe par les mêmes valeurs. Or ce dernier est bien obtenu en conservant la même 
représentation de y et en faisant varier celle de F. 

79. Ceci étant, il est facile de démontrer que la définition que nous venons de 
donner satisfait bien aux conditions générales a), b) de Vécart (n° 49). En effet, il est 
d'abord évident que si y et T coïncident, l'une des valeurs de d est nulle et par suite 
(y, r) = o. Réciproquement, si cette condition est vérifiée : ou bien l'une des valeurs 
de J est nulle, et alors y et T coïncident sûrement; ou bien, quelque soit n, on peut 
déterminer une fonction (p^(^) continue et allant en croissant de o à i, telle que l'on 
ait, pour toute valeur de t entre o et i, 

(6) v\m - i^[?.(0]r + {^(0 - G[?.(o]r + iho - ^[^.cojr < ^ • 
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On aura donc 

tiwmm Umm» ««•00 

avec convergence uniforme. Pour démontrer le théorème, il suffit de prouver que Ton ^ 
peut extraire de la suite 9,(0? 9,(0» • • • ^^^ suite qui converge uniformément vers 
une fonction 9(/) (nécessairement continue et croissante de o à i). Pour cela, nous ,^-. 
montrerons que les fonctions f^(t) sont également continues et bornées (n** 57). Elles ^ 
sont évidemment bornées: o ^'^^(t) ^ 1. Si elles n'étaient pas également continues, 
on pourrait déterminer un nombre «>o td que, quel que soit w, il y ait une fonction 
9 et deux nombres t^, t'^ de l'intervalle (o, i) vérifiant les inégalités 

(7) l?,.(0-?,.(OI>«, o<|/.~ci<-^- 

Et comme les nombres t^ , 9 (/^), 9 (t'J) sont bornés dans leur ensemble, on peut 
supposer les avoir choisis de façon qu'ils convergent (quand n croît indéfiniment) vers : 
des limites respectives que nous appellerons r^, u^, u^. Alors les inégalités (7) mon- 
trent que /J tend aussi vers t^ et que l'on a \u^ — ^01 ^^' ^^^ étant, soit X un nom- 
bre quelconque compris entre u^ et u^; pour n assez grand 9. (tj) et 9 (/J), qui ten- 
dent vers «o et 1*^, comprendront entre eux le nombre >• La fonction continue f^^(l) 
prendra donc au moins une fois la valeur X pour une valeur t^ de t comprise entre 
^ ^ C- On aura donc, d'après (6), 

l/(0 - f Wl < ^, \g(.\) - GWI < ;^, IHO - ^Wl < j^- 

Comme t^ tend évidemment vers t^, il en résulte que l'on a 

quelle que soit la valeur de X comprise entre u^ et u^. Nous arrivons ainsi à la con- 
tradiction annoncée puisque F{u)j G(tt), H(^u) ne sont à la fois constants dans aucun 
intervalle. Il faudrait faire exception pour le cas où r se réduirait à un point, mais alors 
la réciproque est évidente. 

80. Pour démontrer que la condition b) du n*^ 49 est satisfaite, considérons trois 
courbes y, T et C, ayant pour représentations (4), (5) et 

x = a(v), y = b{v\ î = c(t;) (o^v^i> 

Pour obtenir leurs éciarts respectifs, il suffit de prendre les maxima des quantités 

HO = f^i/[?(0] - nKm + if [?(0] - GLKoir + {n?(0] - ^(KO]r, 



S,(0 = )f\<t) _/[T,(o]r + }K0 - f [9(0]!'+ ÎKO - *[?(0]l', 

\ (0 = n<i) - mm- + iko - omw + i-^co - ^(kof, 

quand t croît de o à i, puis de faire varier la forme de 9(0 et ^(f)i fonctions con- 
tinues croissantes de t. On a évidenunent 

H0^^(0 + ^(0; 
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Ì en déduit fadlement pour les maxima correspondants d, d^, d^: 

en faisant varier indépendamment f et tj; : 

(T, ^ (C, Y) + (C, r). 
8i. LimitB (fune suite de courbes. — La définition de l'écart a pour conséquence 
"• 49, 27) une définition de la limite : La courbe y^ tend vers y lorsque V écart (y^ , y) 

d vers :^éro avec — . Cette définition peut s'exprimer anal)mquement de la façon 

vante: 

La condition nécessaire et suflSsante pour qu'une courbe y^ ait pour limite une 
irbe Yj lorsque n croit indéfiniment, est qu'il existe une représentation de y^ : 

une représentation de y: 

^ V^^ /• > ^« » K convergent uniformément vers /, gy h. 

En efiet, si cette condition est vérifiée, il est évident que (y^, y) tend vers zéro. 
Itdproquement, choisissons une représentation déterminée (4) de y; on pourra, quel 
(pc soit II, choisir une représentation (8) de y^ , telle que l'on ait 

n/(o-/.(or+[f(o-^.(or +[HO-^(or <(y., t)+-^. 

Alors, si (y., y) tend vers zéro, on voit que /^, ^,, h^ convergent uniformément 
^sf, g, h, 

Xous sommes ainsi ramené à la définiûon ordinaire de la limite d'une courbe. U 
œ résulte en particulier que si y^ tend vers y, elle se trouve toute entière contenue, 
pour n assez grand, dans le volume engendré par une sphère de rayon s dont le cen- 
tre parcourt y. 

8a. La définition que nous avons donnée de l'écart semble assez arbitraire ; tâchons 
c montrer pourquoi elle est préférable à d'autres qui pourraient paraître plus naturelles. 

On a eu depuis longtemps l'idée de définir un nombre déterminé par deux cour- 
» C, et Cj de telle façon que ce nombre soit nul quand les deux courbes coïncident 
soit très petit quand les deux courbes sont infiniment voisines. 

M. Arzelà considère ainsi ce qu'il appelle la plus courte distance des deux courbes 
, page 343), savoir la limite inférieure "k de la distance de deux points, l'un quelcon- 
le sur C, , l'autre quelconque sur C^ . Un tel nombre satisfait bien aux deux conditions 
écédentes. Mais il ne satisfait pas aux conditions réciproques: il n'est pas nécessaire 
»ur que X soit nul que les deux courbes coïncident, il suffit qu'elles se coupent. Les 
nx courbes peuvent être très différentes de formes et le nombre 1 aussi petit que 
>n veut et même nul. Aussi, la considération du nombre 1 ne suffit-elle pas à M. Ar- 
LÀ pour définir la limite d'une courbe. 

Avant M. Arzelà, WnmRSTRASs avait introduit une quantité qu'il appelait voisinage 
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de deux courbes. La définition qu'il en donnait échappe à robjection précédente, en ce ' 
sens que le voisinage est toujours petit lorsque les deux courbes sont voisines et dans 
ce cas seulement. Mais il n'est défini que pour des courbes voisines. Weierstrass ap- 
pelait voisinage de deux courbes voisines tout nombre X o inférieur au maximum de - 
la distance de deux points correspondants à une même abscisse ou à des abscisses très ' 
voisines. Sa définition, parfaitement suflSsante pour le but qu'il se proposait *), manquait 
de précision à notre point de vue. De plus, U ne pouvait songer à l'utiliser dans k 
théorie des ensembles qui était encore à ses débuts. Au contraire, M. Arzelà semble 
avoir été le premier qui ait aperçu l'importance de la définition d'un nombre bien dé- 
terminé tel que sa plus courte distance et défini pour deux courbes quelconques. 

Au lieu des définitions précédentes dont nous avons reconnu l'insuffisance, on au- 
rait pu songer aussi à introduire un nombre fx,^ qui serait la limite supérieure de la 
distance minimum d'un point de C^ à tous les points de C,; ou bien encore, on au- 
rait pu introduire le nombre p, , représentant la limite inférieure du maximum de la di- 
stance d'un point de C, à tous les points de C, . Ces nombres satisfont en partie aux 
conditions que nous exigeons de l'écart, mais pas à toutes. 

D'abord, ils sont bien définis, quand même C, et C^ ne seraient pas très voisins. 
De plus, si C, coïncide avec Q, on a pLj^ = o. Mais il peut arriver que p.^^, soit nul 
sans que C, coïncide avec C^; il suffit, en effet, que l'ensemble de leurs points soit le 
même. Inversement, il peut arriver que C, coïncide avec C, sans que p, , soit nul, car 
dans ce dernier cas C, serait réduit à un point. Ces nombres fx^^, p,,, ne sauraient • 
donc définir un écart des deux courbes. Mais comme ils sont d'un calcul plus facile que . 
l'écart Cy ils peuvent être parfois utiles pour donner une idée de la valeur de e. On 
voit, en effet, bien facilement, que l'on a toujours X ^ fx^^ ^ e et X ^ [l^^ ^ e. 

Ces inégalités sont utiles dans certaines questions (voir par exemple n° 85). 

83. Limite (fune courbe, — Le théorème que nous avons donné au n° 81 sur la limite 
d'une suite de courbes peut s'exprimer de la façon suivante. Pour que y, ^^ Y po^ 
limite, il faut et il suffit que, pour chaque valeur de n, on puisse établir entre y, et y 
une correspondance univoque et réciproque dans laquelle l'ordre soit conservé et cela 
de façon que si M^ de y^ correspond à Af de y, M^ tende vers M, mais uniformé- 
ment. En supposant cette condition remplie pour une certaine correspondance, on peut 
se demander si elle serait aussi remplie pour toute autre correspondance univoque et 
conservant l'ordre. Autrement dit, soit 

(8') ^ = 9.(0, y = ^ni}l î = X«(0 (o^/Zi) 

Mtie représentation quelconque de y^. A une même valeur de t correspondent d'après 
Ì (8')» (4) ^^^^ points M^ , Af, de y^ et un point M de y. Il s'agit de savoir ce 
\ devient Af^ à la limite. 

H est facile de voir que lorsque M restant fixe, n croit indéfiniment: 1° le point 
Utespondant Af]^ a au moins un point limite ; 2° tout point limite de Af^ est un point 



•) Celui d'apporter plus de rigueur dans le Calcul des variations. 
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de y (qm peut être distina de AT). Mais la réciproque n'est pas vraie. Autrement dit, 
quand on fait prendre à M toutes les positions possibles sur y, Tensemble des points 
limites des points correspondants M'^ est situé sur y, mais ne remplit toujours la 
courbe y. Si, par exemple, on prend 

?.(0 =/.[«. (0], UO = f.K(0], x,(0 = K[\(0] 

avec 

les formules (8') donneront bien une représentation de y„ puisque a^(^) est une fonction 
continue qui croît constamment de o à i. Cependant, on voit que pour t^i: 9^(0? 
V.(^), X.(0 tendent vers /(o), ^(o), Ä(o), et .pour ^ = i, ç/Oj ^n(^l X.O) rendent 
\'a*s/(i), ^(i), Ä(i). Donc les points Af^ tendent tous vers Tune ou l'autre des ex- 
trémités de y. 

Cda montre en particulier, que si l'on considère un ensemble E de courbes et si 
Ton prend pour chacune d'elles une représentation paramétrique quelconque, il n'est 
pas certain, lorsqu'une suite de courbes de £" a une limite, que les représentations ana- 
lytiques correspondantes aient une limite. 

84. L'ensemble des courbes forme une classe (£) normale, — Pour arriver à l'appli- 
catbn de nos théorèmes généraux, il ne nous reste plus qu'à prouver que la classe des 
courbes qui, d'après ce qui précède, est déjà une classe (£"), est aussi une classe (£) 
normale. 

I. Je dis qu'elle est separable. En effet, nous avons vu (n° ^6) qu'on peut former, 
une fois pour toutes, une suite 5 de fonctions continues 

telle que toute fonction continue soit un des éléments limites de cette suite. Alors, si 
l'on considère une représentation (4) d'une courbe y, on pourra trouver trois fonc- 
tions de cette suite Ap^{t\ Aq^O)^ -^«'»(O? ^^^^^ V^^ ^'^^ ^^^ 

1/(0 -^^. (OK ^, IKO-^,,(OI<-^, IHO-^'.(OI<^ (o^«^i) 

et on pourra toujours choisir ces fonctions non constantes à la fois dans un même 
intervalle. Cela prouve que l'on peut considérer y comme courbe limite d'une suite de 
courbes extraite de l'ensemble D des courbes 

x = Afö, y = A^(J), ^=AXt) (o^/^i), 

où A^ , A„. A, sont trois fonctions continues extraites de la suite S et non constantes 
à la fois dans un même intervalle. Or l'ensemble D est évidemment dénombrable. Nous 
arrivons donc à cette conclusion qui (outre l'intérêt qu'elle présente par la suite) est 
bien curieuse en elle-même: 

TnÉORèME. — On peut tracer une fois pour toutes dans V espace à trois dimensions 
une suite dénombrable de courbes continues *): 



•) On peut même supposer, d'après le mode de construction de la suite 5, que ces lignes conti- 
nues sont toutes des courbes unicursales, ou sont toutes des lignes polygonales chacune d*un nombre 
uni de côtés. 

RmU, Cire. Umitm. FûUrmo, t. XXII (1906). — Stampato il 30 maggio 1906. 8 
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telle que toute courbe de Vespau soit limite ^au moins une suite convenablement extraite ' 
de la première. 

n. Montrons maintenant que le théorème de Cauchy sur la convergence d'une 
suite peut s'étendre au cas d'une suite de courbes: 

Théorème. — La condition nécessaire et suffisante pour qu'une suite de courbes C^, 
C^j ... tende vers une courbe limite est que, quel que soit e > o, on puisse trouver un 
entier n vérifiant l'inégalité (C^, C^^^) < s quel que soit l'entier p. 

La condition est évidemment nécessaire. Pour démontrer qu'elle est suflSsante, il su&t 
de montrer que, si elle est vérifiée, l'ensemble est compact. En eflFet, si l'on peut ex- 
traire de la suite de Cauchy C^^ C^^ ... une suite C, , C«,, . . . (d'indices croissants), 
qui tend vers une courbe C, alors la suite donnée convergera aussi vers C 

Pour former la suite C«,, C.,, . . . , observons que, d'après l'hypothèse, on peut 
toujours choisir n assez grand pour que l'on ait, quel que soit l'entier />, 

Nous savons qu'étant donnée la représentation 

de C , nous pourrons toujours choisir celle de C« 
de façon que l'on ait 

l'I/,« -/,..(or + c?,« - v.cor + [*,(o - v.cor < (c, , c,,.) + e, 

e étant aussi petit que l'on veut. Prenons en particulier e = — ^ . On voit alors qu'on 

pourra choisir successivement les représentations de C«, , C«,, ... de façon que l'on 
ait, quel que soit y, 

1/, (0 - /,.. (01 < -^ , I?, (0 - f ,.. (01 < -^ , 1*, (0 - *,., (Oi < Y ■ 

Alors, étant donné w > o, si l'on choisit un nombre q^ tel que l'on ait 

i + (Tfö'+*--<" 

(comme cela est toujours possible), on voit facilement que l'on aura, quel que soit 
l'entier />, 

\fuQ) -fu^pdOl < ^, ^.,(0 - ^..-^(01 < ^, 1^.(0 - ^.-KOi < «• 

Cela montre que les fonctions /^ (/), g^ (f), h^ (/) convergent uniformément vers trois 
fonctions continues /(/), gQ), /?(/), lorsque q croit indéfiniment. Si ces trois fonctions 
sont constantes de o à i, alors C«,, C„,, ... , C„^, ... , tendent vers un point. Si ces 
trois foilctions ne sont pas constantes dans Tintervalle (o, i), il faudrait, pour montrer 
que C«,, C,, ... tendent vers une courbe limite, prouver que f(t)y g(t\ b(t) ne 
sont à la fois constantes dans aucun intervalle. Ou plutôt, il faudrait prouver qu'on 
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paît choisir les représentations de C,^ , C«^ , . . . , C, , ... de façon qu'elles conver- 
ti vers des fonctions continues qui ne soient à la fois constantes dans aucun intervalle. 

Pour cela, nous nous appuierons sur ce que, si /, gj h ne sont pas constantes de 
i I, on peut former une fonction a(t) allant sans jamais décroitre de o à i et qui 
n'est constante que dans les intervalles où /, gj h sont à la fois constantes *). 

Alors, si Ton pose u = a(^), à toute valeur de u correspond un seul système de 
fjleors de /(/), g(t)j h(f), soit F(u)j G(u), H(u). Il y a donc trois fonctions F, G, 
H déterminées pour chaque valeur de u et telles que l'on ait 

m = F[aO)l g(t)=G[ait)l hit)^H[a(t)] (o^*^i). 
Montrons d'abord que les formules 

^ = FWj y = G (tt), :( = H{u) (P^u^ I), 

définissent une courbe. D'après l'hypothèse faite sur a(t\ F, G, H ne peuvent être à 
la fois constantes dans un même intervalle. Je dis qu'elles sont continues; autrement 
(fit, s'il existe une suite de valeurs de u: «^ , w^ , . . . , w„ , . . . qui convergent vers une 
limite tt^, on aura par exemple 

F(«J = limf(0- 
En effet, dans l'ensemble borné des nombres F(u^)j ^(^i)? • • • ? ^^ P^^^ former une 
^"^ ^("1)5 -^("a)? • • • ^"^ converge vers une limite déterminée a^; il suflSt de démon- 
trer que, quelle que soit la façon dont on forme cette suite, on a toujours x^=:F(uJ. 
Or, à chacun des nombres i*J, l'égalité u=iaQ) fait correspondre au moins un nombre 
r tel que u^ = aÇt^). Les nombres t[y t'^^ ... étant bornés, on peut extraire de leur 
suite une suite Z^^, tp^y ... ayant une limite t^; et puisque a(^i) est continue, on aura: 

a(0 = lim a(ypj = ]imu'p^ = u^. 
Mais/(/) est aussi continue, donc 

F (O = F[û(0] =/(0 = lini/Oi.) = lim F(«;.) = «,. 
Ainsi F (ti) est bien continue; de même pour G, H, 
Ced étant, posons a^(t) z= I i \ût(/) -| . Pour chaque valeur de n, ajf) 

est une fonction continue et croissante de t, [Lorsque n croit indéfiniment, cette fonc- 
tion tend uniformément vers a(t)]. Donc la fonction inverse t = b^(u) est aussi une 
fonction continue et croissante. Par suite, si l'on pose 

la courbe C, est aussi représentée par les formules 

X = PnWy y = G„(t*), 1=H^{U) (P^U^ I). 

Il suffit maintenant de prouver que F^(w), G^(tt), H^(u) tendent uniformément 
vers F(u)y G(tt), H(u). Or, on a 

IFMOi -/.(Ol ^ \F[aXt)] - F[aQ)]\ + |/(0 -/.(0|. 



•) Voir la Note I à la fin du Mémoire. 
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Les deux termes du second membre tendent uniformément vers zéro; il en est 
donc de même du premier. Mais si l'on pose a = a^(/), celui-ci devient \F(u) — F,(w)| 
et son maximum, pour une valeur donnée de n, est resté le même. Dès lors, le maxi- 
mum du premier membre tend vers zéro. Il en sera de même pour \G(u) — G^(u)\ 
et pour \H{u) — H^Çu)l 

85. Ensembles compacts de courbes. — Nous avons vu (n° $^) que tout ensemble 
compact formé d'éléments d'une classe (F) est limité. Nous pouvons mettre ici cet énoncé 
sous une forme plus géométrique, en introduisant la notion de dotnainefini; nous appelle- 
rons ainsi un ensemble de points tel que la distance de deux quelconques d'entre eux 
reste inférieure à un nombre fixe. Alors, on voit facilement que la condition nécessaire 
et suflSsante pour qu'un ensemble de courbes soit limité (c'est-à-dire pour que l'écan 
de deux quelconques des courbes de cet ensemble reste inférieur à un nombre fixe) 
est que toutes les courbes de cet ensemble soient contenues dans un même domaine 
fini, n suffit pour le démontrer de s'appuyer sur ce que l'écan de deux courbes quel- 
conques est au plus égal à la limite supérieure de la distance d'un point quelconque 
de l'une à un point quelconque de l'autre, et au moins égal au minimum de la distance 
d'un point quelconque fixe sur l'une à un point variable sur l'autre (n° 82). Ainsi 
nous voyons que tout ensemble compact de courbes est contenu dans un domaine fini. 
Mais nous touchons maintenant à la plus grande différence qui existe entre les ensem- 
bles ponctuels (même à une infinité dénombrable de dimensions) et les ensembles de 
courbes. En effet, contrairement à ce qui se passe pour les ensembles ponctuels, un 
ensemble de courbes situées dans un même domaine fini n est pas nécessairement un ensemble 
compact. Il suffit pour s'en rendre compte de considérer par exemple l'ensemble E des 
courbes 
C, x = 2w/, y = sin2"w/, :( = o (P^tZ,i% 

toutes contenues dans le même cercle a' -f- j'* ^ 5 w' . 

Il est impossible que l'on puisse tirer de cet ensemble de courbes une suite de cour- 
bes ayant une limite, car l'écart de deux quelconques d'entre elles est au moins égal 
à I. On peut toujours, en effet, trouver dans une correspondance continue entre deux 
quelconques d'entre elles C, et C^ un point M sur C^ dont la distance au point cor- 
respondant soit ^ I. Pour le voir, observons qu'il y a sur la sinusoïde C^, 2""' points 
A^y A^, ... , A^n^i dont l'ordonnée est i, et 2""' points A[y ^^, ... , A[n-i dont 
l'ordonnée est — i. Supposons n > />; il nous suffira de montrer que, dans une cor- 
respondance continue quelconque, l'un au moins des points A^y A^j ... de C, corres- 
pond à un point de C^ d'ordonnée négative ou nulle, ou que l'un des points A[, 
A[j ... de Q correspond à un point de C^ d'ordonnée positive ou nulle; alors on 
aurait bien deux points correspondants dont la distance serait supérieure ou égale à i. 
Or, admettons qu'il existe une correspondance G où il n'en soit pas ainsi, et appelons 
t, , t,, . . . , ^/, ^aj • • • les points de C^ qui correspondent i A^y A^y . . . et i A[j 
A[, . . . , dans la correspondance considérée G. Les ordonnées de t^ , t^ , ... seraient 
positives, celles de t,', t^', ... seraient négatives, et on rencontrerait ces points dans 
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fonte b^j b[, fc^ , b\j . . . , en parcourant C^ . D y aurait donc un point d'intersection 
Je C^ avec Ox aux deux extrémités et sur chacun des arcs distincts b^b^j K^t^ ^iKj 
K^ìì "-y *,— x*â»-i; en tout au moins 2" -f" ^ points d'intersection de C^ avec Ox; 
ce qui est impossible, puisque C. rencontre Ox en 2^ -f~ ^ points et que p <^n. 
, 86. Condition pour qu'un ensemble de courbes soit compact — Ce qui précède montre 
; qui y a lieu de chercher une condition supplémentaire qui permette d'afiirmer qu'un 
ensemble de courbes contenues dans un domaine fini est un ensemble compact. M. Ar- 
ŒÙ a obtenu cette condition sufl&sante par une application immédiate de son théo- 
rème sur les fonctions également continues (v, page 344). H résulte en effet de ce 
théorème que, lorsque l'on considère un système R de représentations simultanées 

fon ensemble E de courbes C, on pourra affirmer que cet ensemble de courbes est 
compia si i? est formé de fonctions /, ^, h y . . . , également continues et bornées dans 
irar ensemble. 

Ce théorème extrêmement important se prète à un grand nombre d'applications. 
Mais il y a lieu de le compléter à deux points de vue. D'abord, il serait bon d'énoncer 
sons forme géométrique une proposition qui s'applique à des éléments géométriques 
comme les courbes. Ensuite M. Arzelà n'a pas donné de réciproque à son théorème. 
Or celle-ci pourrait se comprendre de deux manières : on pourrait d'abord penser que, 
si l'on considère un système R de représentations simultanées de courbes d'un en- 
semble Ej les fonctions de R seront nécessairement bornées dans leur ensemble et éga- 
lement continues lorsque E est compact. Cet énoncé est inexact. En effet, considérons 
une courbe non fermée C: 

et le système R de représentations 

qui fournit, pour chaque valeur de n, une représentation acceptable d'une courbe Q. 
L'ensemble E des courbes C^ est compact, car une autre représentation acceptable de 
C, est 

et on voit que C^ tend vers C quand n croît indéfiniment. 

Pourtant les fonctions de R ne sont pas également continues, car, quels que soient 
les nombres positifs e et tq on peut toujours trouver un nombre u et un entier p tel 
que l'on ait 

o< !-«<>. |/.(«)-/.(i)|>e, 
pour ny> py en posant 
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La seconde manière d'énoncer la réciproque qu'on pourrait être tenté de donner 
au théorème d' ArzeiA (et qui, cette fois-d, est exacte) est la suivante : si un ensemble 
de courbes est compact, il existe toujours au moins un système de représentations simul- 
tanées de ces courbes 

x=Ktl y^gif), l=KO (P^t^i\ 

tel que les fonctions /, ^, /?, ... soient bornées dans leur ensemble et également continues. 

On pourrait trouver cette proposition directement, mais nous scinderons la démons- 
tration en deux parties, dont l'une nous permettra d'énoncer ensuite sous forme géomé- 
trique la condition pour qu'un ensemble de courbes soit compact 

87. Ensembles de courbes uniformément dMsIbles, — Pour arriver à la proposition 
annoncée, nous commencerons par transformer la condition de M. Arzelà en une autre 
qu'on peut énoncer géométriquement, c'est-à-dire qui ne fait intervenir aucune représen- 
tation paramétrique déterminée des courbes de l'ensemble. 

Nous appellerons d'abord oscillation d'un arc PQ d'une courbe AB le maximum 
de la distance de deux points quelconques appartenant à cet arc. Nous dirons alors que 
les courbes d'un ensemble E sont uniformément divisibles lorsque, quel que soit le nombre 
e > o, on peut trouver un entier n tel que toute courbe de E puisse être décomposée 
en n arcs consécutifs dont les oscillations soient toutes inférieures à s. 

n est facUe de voir que, si un ensemble de courbes est compact, les courbes de ut 
ensemble sont uniformément divisibles. En effet, dans le cas contraire on pourrait trouver 
un nombre « > o tel que, quel que soit w, il existe au moins une courbe C^ de l'en- 
semble, qui ne puisse être décomposée en n arcs dont les oscillations soient inférieures 
à e. Or l'ensemble étant compact, on peut extraire de la suite C, , C,, ... une suite 
C«,» C"if •••> C«^f ••• î^yant une limite C et on sait (n° 81) qu'on pourra choisir 
les représentations de C«. et de C: 

de façon que F ^ , G^ , iï^ , tendent uniformément vers F, G, H. Alors, quel que soit 
e, on pourra choisir p assez grand pour que l'on ait, quel que soit t\ 

1^,(0 -i^COKy, IG,(0-G(Ol<y, |/^,(0 - ^(OK y • 
D'autre part, divisons C„^ en n^ arcs successifs déterminés par les valeurs de 

^ : 0, — , — , — , . . . , I . Si t, V appartiennent à l'un de ces intervalles, on aura 

p p p 



\t — t'\ ^ — . Or on peut choisir p assez grand pour que l'inégalité \t — ^'1 ^ — 
^p ^p 

entraîne : 

1^(0 -f (OK y, |G(0-G(OI<y, jif (0 - H(/')|< y ; 
alors, pour p assez grand on aura dans chacun des n arcs en lesquels on aura dé- 
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UXlipOSé Cm fi 

- F (n\ <r IF. m — F(f)\ 4- \F(n — F (n\ -+■ \F(f) — F(n\ <^ 



ÎF,(0-F,(.n\<\F,0)-Fit)\ + \Fit')-F^(t-)\-\-\FO)-F(t')\<-L 



et de même pour G, H; d'où : 

V\Ffö - F,(or + IG,(0 - Gfity + |//,(0 - H^ity < e. 

Dès lors, on arrive à une contradiction, car on aurait divisé C„. en n . arcs dont 
les osdilanons sont au plus égales à e. 

88. Alors pour démontrer la réciproque par laquelle nous complétons le théorème 
<k M. Arzelà, il nous suffira démontrer la proposition suivante: 

Théorèace. — La condition néussaire et suffisante pour que les courbes d'un en- 
semble E soient uniformément divisibles et contenues dans un mime domaine fini, est qu'il 
msU au moins un système de représentations simultanées des courbes de E: 

(9) ^=/(0> y=gO\ ^=K0 (o^t^i) 

td que les fonctions fgj A, ... soient également continues et bornées dans leur ensemble. 

n est fadle de voir que la condition est suflSsante. Montrons qu'elle est nécessaire. 
Pour cela, nous partirons d'un premier système de représentations simultanées des courbes 
de l'ensemble, soit pour la courbe C: 
(lo) xz=zF(v)j y=G(v), 7i = H(y) (o^i/^i). 

Nous pourrons supposer que F, G, Hy ne sont constantes dans aucun intervalle, car 
en ce qui concerne les courbes de l'ensemble qui sont réduites à des points, l'oscillation 
est évidemment nulle. Ced étant, cherchons à former la représentation (9) à partir de 
la représentation (10). Autrement dit, cherchons à déterminer pour chaque courbe C 
une fonction v =^^(f) continue et croissante de o à i, de telle façon que toutes les 
fonctions F[^(t)]j G[^(/)], H[^(t)] soient également continues [elles seront toujours 
bornées dans leur ensemble quel que soit +(/)]• 

Or, d'après l'hypothèse, on peut, pour chaque courbe C, déterminer une suite de 
valeurs croissantes de v: 

telles que les oscillations des arcs correspondants de C soient toutes inférieures à -7-1 

les quantités u^^^ variant avec la courbe C, mais leur nombre n restant le même pour 
toutes les courbes C. En intercalant au besoin de nouveaux nombres dans la suite 
5^ : o, u/*, u^/\ ... I, on voit facilement qu'on peut supposer vérifiées les conditions 
supplémentaires suivantes : la suite S.^, contient la suite 5^ et possède le même nombre 
de termes dans chacun des intervalles déterminés par 5^. 

Ceci étant, faisons correspondre à chaque nombre w^^* , le nombre t^^^ = — ; il est 

facile de voir que si deux nombres u : u^^^ , u^î'^ (j> nécessairement différent de />') sont 
égaux, il en sera de même des nombres t correspondants, et que si t*^^^ < u^i'^ , on a 



*' • 
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M:^ — r\<:— entraîne : 

i/io-KnKj-, w)-g(in\<f, Hn-Kn\<j- 

91. En combinant les énoncés précédents, on obtient la condition nécessaire et 
soffisante pour qu'un ensemble de courbes soit compaa sous une forme qui ne fait 
mtervenir aucune représentation paramétrique des courbes de cet ensemble. 

Théorème. — La condition nécessaire et suffisante pour qu'un ensemble de courbes 
soit compact est que les courbes de cet ensemble soient contenues dans un mime domaine 
fm et également divisibles. 

92. Appl/cat/on aux courbes reotlpables. — Appelons ligne polygonale inscrite dans une 
courbe, une ligne brisée ayant mêmes extrémités que la courbe et dont les sommets 
sont des points de la courbe que l'on trouve dans le même ordre quand on parcourt 
k œurbe ou la ligne brisée. On démontre (iv, page 59) que, lorsque le maximum de 
b longueur des côtés d'une ligne polygonale inscrite dans un arc AB tend vers zéro, 
k p&rimècre de cette ligne polygonale tend vers la limite supérieure des longueurs des 
tgpes polygonales inscrites dans ABj et on appelle cette limite la longueur de la courbe. 
On dit que la pourbe est rectifiable lorsque cette limite est finie. 

Le théorème précédent permet d'affirmer qu'un ensemble de courbes rectifiables et 
oontenues dans un même domaine fini est compact t outes les^ fois que les longueurs 
de ces courbes sont bornées dans leur ensemble *). En effet, supposons que l'on divise 
dnque courbe de l'ensemble en n arcs de longueurs égales. La longueur d'une courbe 
qodconque C de l'ensemble est inférieure à un nombre fixe L indépendant de C; donc 

diacun des arcs égaux sera de longueur inférieure à — .Or l'oscillation d'un arc est 

n 

évidemment inférieure à la longueur de cet arc. Donc, en prenant n assez grand 
I If > — j , chaque courbe C se trouvera divisée en arcs de longueurs inférieures à e. 

Ak>rs les courbes C sont uniformément divisibles et leur ensemble est compaa. 

93. On pourrait se demander si la condition suffisante que nous venons d'énoncer 
est aussi nécessaire. La réponse est négative : On peut donner un exemple de courbes recr 
fables situées dans un mime domaine fini et formant un ensemble compact, sans que leurs 
longueurs soient bornées dans leur ensemble. 

Soit en effet: 

* =7(0. y = gO)j 1 = (p^t^i), 

une représentation déterminée d'une courbe C non rectifiable, mais dont les arcs: 
— ^t ^ i sont rectifiables quel que soit n. Il nous suffira de considérer les cour- 



•) Un cas particulier de ce théorème a été démontré directement par M. Hh-BERT (xx). Puis la 
généralisation a été effectuée par M. Lebesgue dans sa Thèse (xvii). 

i. Cm€, ÎUUm. FsUrm; t. XXII (1906). — Stampato il 31 maggio 1906. 9 
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DCS C * 

Ces courbes forment un ensemble compact, car il est évident que C, , C, , . . . 
tendent vers C. Elles sont rectifiables et contenues dans un même donuine fini. Leurs 

longueurs qui sont celles des arcs — ^ ^ ^ ^ de la courbe C ne sont cependant pas 

bornées dans leur ensemble. 

Il est d'ailleurs bien facile de construire une courbe telle que celle dont nous 
avons admis l'existence; on peut prendre par exemple la spirale hyperbolique obtenue 
en posant: 

/(O = ^cos-L, g(t)^tàn^. 

On peut mime donner un exemple de courbes contenues dans un mime domaine fini 
et formant un ensemble compact sans qu'aucune d'elles soit rectifiable. 

Il suffit de reprendre la courbe C que nous venons de considérer, et de considérer 
les courbes C^: 

^ = -^+/(0, y = '^ + gQ). 1 = (o^t^i). 

Application des théorèmes génératix. 

Nous pouvons maintenant appliquer les résultats de la Première Partie aux en- 
sembles de courbes et aux fonctions de lignes. 

94. Ensembles de courbes. 

Théorème. — Soit E un ensemble quelconque d'arcs de courbes continues. 1° L'en- 
semble dérivé de E est fermé, 2° On peut extraire de £*, une suite dénombrable D de 
courbes de E, telle que toute courbe de E appartienne à D, ou soit une courbe limite de 
D. ^^ Ou bien E est dénombrable ou bien il existe une courbe C^ de E telle que, pour 
toute valeur de e, il y ait une infiniti non dénombrable de courbes de E contenues entiè- 
rement dans le volume engendré par une sphère de rayon e et dont le centre parcourt C, . 

Théorème. — Soit G un ensemble de courbes uniformément divisibles (p? 87) et conte- 
nues dans un même domaine fini: Les éléments de G, qui ne sont pas des limites de cour- 
bes de G, forment un ensemble dénombrable. 

Théorème. — Si l'ensemble précédent G est aussi fermé, autrement dit, si G est un 
ensemble extremal quelconque: 1° on peut le décomposer en un ensemble dénombrable et 
un ensemble parfait ou nul sans éléments communs; 2° il existe un ensemble de courbes 
dont l'ensemble dérivé coïncide avec E. 

Théorème. — Tout ensemble parfait de courbes a la puissanu du continu. 

On pourra aussi ónoncer les théorèmes des n°* 40, 42, 43, 45, ... en prenant 
comme éléments des courbes continues. 
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95. Foifetfons de lignea. — Les opérations qui portent sur des arcs de courbes ont 
reçu de M. Volterra le nom de fonctions de lignes. 

M. VoiTERRA a réussi à montrer comment on pourrait définir la dérivée d'une 
fœictkm de lignes et a obtenu, à ce point de vue, des résultats extrêmement intéres- 
sants (xv). 

Dans un ;utîcle des Annales scientifiques de ITÉcole Normale (xxvii), j'ai donné 
quelques propri.^tés de fonctions de lignes dont les dérivées au sens de M. Volterra 
cmt une forme :;péciale donnée. 

Je laisserai id de côté ce genre de recherches qui s'écartent un peu de notre objet 
uxDd: l'étude des propriétés communes aux opérations continues les plus générales. 

Les résultats généraux s'appliquent encore aux fonctions de lignes. 

Théorème. — Toute fonction de lignes, continue dans un ensemble extremal de 
courbes: i** est bornée dans cet ensemble, 2° y atteint chaque extremum. Inversement, 
si toutes les fonctions de lignes continues dans un même ensemble E de courbes, 1° soni 
chacune bornie, 2^ atteignent chacune leur e.xtremum en au moins une courbe de l'en- 
semble, cet ensemble est nécessairement extremal. 

Théorème. — Soit E un ensemble fermé de courbes contenues dans un mime domaine 
ßm et umfornUment divisibles : 1° Pour qt^une suite de fonctions de lignes U^,U^, . . . 
amünues dans E converge vers une fonction de lignes qui soit continue dans E, il faut 
ä il suffit que la suite converge quasi-uniformément. 2° Pour que des fonctions de lignes^ 
continues dans E forment une famille ^ telle que Von puisse extraire de toute infinité 
iaéments de ^ une suite de fonctions de lignes qui convergent uniformément dans £, il 
faut et il suffit que les fonctions de lignes de ^ soient bornées dans leur ensemble et 
également continues dans E. 

Ensembles et fonctions de surfaces. 

96. On peut développer pour les surfaces une théorie qui nous mènerait à des 
propositions entièrement analogues à celles qui précèdent. Mais il y a au début des pré- 
cautions à prendre, qui conduisent i quelques longueurs. Aussi, pour ne pas allonger 
ce Mémoire, renverrons-nous sur ce point à une publication ultérieure. 



NOTE I. 

Construction d'une fonction continue non décroissante qui n'est 
constante que dans des intervalles donnés. 

97. Considérons un ensemble G d'intervalles / sans points communs situés sur Taxe 
des X dans le sèment fondamental (o, i). Nous allons montrer que l'on peut former 
une fonction continue ^(x) qui va sans jamais décroître de o à i et qui n'est constante 
que dans chacun des intervalles / *). 



*) Nous utîfisons -cette proposition an n° 84. 
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En effet, observons d'abord que l'ensemble G est dénombrable, car c'est l'ensem- 
ble des ensembles G^ formés chacun par les intervalles / dont les longueurs sont su- 
périeures à — î — , et au plus égales à — . Or il y a évidemment un nombre fini 
'^ n-f-l' ro ^ j 

(^ n) d'intervalles / dans G^ , puisque les / n'ont aucun point commim. 

On peut donc ranger ces intervalles en une suite dénombrable /^ , /^ , /^ , ... ; 

d'après ce qui précède la longueur de I^ tendra vers zéro avec — , à moins qu'il n'y 

ait qu'un nombre fini de ces intervalles. Dans ce dernier cas, il n'y a aucune difficulté 
à former <f(x), 

98. Supposons donc qu'il y ait une infinité d'intervalles /. L'ensemble P des points 
du segment (0,1) qui ne sont intérieurs au sens étroit à aucun des intervalles /, est 
un ensemble parfait (11, page 12). 

1°. Examinons d'abord le cas où P comprend les points o et i et n'est dense dans 
aucun intervalle entre o et i. On sait alors (n, page 14), que l'on peut établir une 
correspondance univoque et réciproque entre tous les intervalles /, d'une part, et tous 
les nombres rationnels positifs -< i, d'autre part, et cela de telle façon que deux éléments 
correspondants soient disposés de la même manière sur Ox. Appelons u^ le nombre ration- 
nel que l'on fait ainsi correspondre à /^. Soit maintenant x un point quelconque du sè- 
ment (0,1), autre que o et i. Appelons /' un quelconque des intervalles / qui ne sont 
pas complètement à droite de x, /" un quelconque des intervalles / qui ne sont pas 
entièrement à gauche de x. Si l'on appelle u' et u" les nombres rationnels correspondants, 
on voit que tout nombre rationnel compris entre o et i doit être un u' ou un u", et que 
l'on a toujours u'^u". On définit ainsi deux classes de nombres qui tx)mprennent entre 
elles un seul nombre que nous appellerons <p (x). Si nous posons en outre ç (o) = o, 
(p(i) = I, on voit que nous avons défini <p(x) en tout point du segment (0,1). En par- 
ticulier, en tout point d'un intervalle /^, on aura <p(x) = a^. La fonction 9(x) est donc 
constante dans chacun des intervalles I^ . Je dis maintenant que si x <[ x' , on a néces- 
sairement <p (jc) <; <p (x'), si X et x' n'appartiennent pas à un même intervalle /. En 
effet, il suffit d'observer que, sous cette hypothèse, il y a au moins un intervalle /, qui 
est entièrement compris à l'intérieur de (x, x'). Alors, d'après le mode de construction 
de <p(x), on aura: 

Ainsi 9 (x) est une fonction non décroissante qui va de o à i et qui n'est constante 
que dans chacun des intervalles /. Par suite, on peut définir, en chaque point x, la li- 
mite supérieure (p(x — o) des valeurs de<p(x') pour x'<;x, et on aura (p(x — o)^(p(x). 
Or(p(x — o) est au moins égale à la limite supérieure <p(x) des valeurs de <p(x') 
quand x' est dans un quelconque des intervalles / et reste < x. Donc ?(x) = <p(x — o). 
Autrement dit, (p(x) est continue à gauche; de même, elle est continue à droite. En 
définitive, la fonction <p(x) est continue et répond bien aux conditions annoncées. 

2°. Supposons maintenant que P, comprenant encore o et i, puisse être dense dans 
certains intervalles. Alors on pourra former une seconde suite d'intervalles K^y K^^ ... 



/ 
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dont tous les points, extrémités comprises, sont des points de P, et telle que l'ensemble 
|2 des points qui n'appartiennent au sens étroit ni aux K^ ni aux /, ne soit dense 
dans aucun intervalle. Plaçons alors dans chaque intervalle K^ une suite d'intervalles 
sans points communs : jK^*\ jK^*^, . . . , telle que l'ensemble des points de K^ qui n'ap- 
panieiment à aucun des intervalles K^^\ K^^\ ... soit de mesure nulle (ii, page i6) *). 
Enfin appelons R l'ensemble des points qui n'appartiennent au sens étroit à aucun des 
intcrvJles /., /., ...; IT.", IT.'», ...; ür;>, JT/', ... 

D'après leur formation, ces intervalles n'ont aucun point conmiun (au contraire 
on / et un iT pourraient avoir ime extrémité commune). L'ensemble R est donc parfait, 
contient o et I, et n'est dense dans aucun intervalle. On peut donc former une fonction 
continue non décroissante 9, (x) qui n'est constante que dans les intervalles I^ ou iT/^ . 
Appelons d'autre part ?,(x) la mesure de l'ensemble des points de P compris entre 
et X. C'est une fonction continue non décroissante; de plus cette fonction est con- 
stante dans les intervalles / et elle est certainement croissante dans les intervalles IC/^ . 

Donc b fonction 9 (x) = ^' ; v ! ^ ^ i est une fonction continue non décroissante 

qui va de o à I et qui n'est constante que dans les intervalles /; elle répond donc à 
k question. 

3°. Enfin si P ne contient pas à la fois o et i, autrement dit si l'im des intervalles 
/ est terminé en o ou en i, on est ramené aux cas précédents en supprimant cet in- 
tervalle. 

99. n y a im cas particulier intéressant où l'on peut former explicitement la fonc- 
tion 9(jc). C'est celui où P est l'ensemble de Cantor de mesure nulle (11, page 12). 
Considérons un nombre quelconque x compris entre o et i et écrivons sa valeur dans 
le système de mmiération de base 3: 

Les nombres a^, 0^, ... ne pourront prendre que les valeurs o, i, 2 et on peut 
toujours supposer que l'on ait écrit un nombre tel que: 

o, a, a, ... a^o 222 ... 
ou 

o, i, i, ... *^ 2 o o o ... 

sous la forme respectivement équivalente: 



o, a^a^ ... a^ I o o o . , 



ou 



o, b^b^ ... *^ I 2 2 2 ... 
Ceci étant, nous poserons toujours: 

9(0, a.a, ...) = o', b^b^ ..., 
o', ... indiquant qu'on passe dans le système de base 2 et en prenant en général 



•) Par exemple, on pourra placer dans K^ un ensemble d'intervalles semblable à. l'ensemble 
complémentaire [dans le segment (o, i)] de l'ensemble de Cantor dtë plus loin. 
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pour b^ un nombre ^l à o si Tun des nombres a,, a,, . . . , ä^_, est égal à i, et 
dans le cas contraire égal à i si a. =: 2, et ^al à a, si a, 5e 2. Autrement dit, nous 
poscms: 

2 2 2 

avec ks oMiditicHis : 

«(o) = o, «(i) = «(2)=i, |S(i)=o, p(o) = K2)=i. 
n est facile de voir qu'on fait ainsi correspondre une même valeur de ç(x) à 
tous les nombres x tels que 

X = o, c^c^ ... c^ I ^, \ ... I 
où c, , c^, . . . , c^ restent fixes et tous différents de i. 

Ces points forment im intervalle; la correspondance ainsi établie entre cet inter- 
valle et la valeur constante de 9(x) est précisément cdle qu'a indiquée M. Câktor 
pour prouver que l'ensemble P a la puissance du continu. 



NOTE IL 
Sur le calcul effectif de l'écart de deux courbes. 

100. La théorie que nous avons développée dans la Première Partœ nx>ntre qu'une 
fois établie l'existence d'un écart, la valeur même de cet écart n'a plus une très grande 
importance. Autrement dit, il suffit de savoir qu'on peut définir on nombre satisfaisant 
aux conditions générales de l'écart (n° 49), sans avoir à se préoccuper de la manièie 
dont on pourrait le calculer effectivement. Cela est d'autant plus vrai qu'on pourrait choisir 
une infinité d'autres définitions de l'écart moyennant lesquelles la théorie générale pour- 
rait se développer exaaement de la même manière et qui ne changeraient pas les courbes 
limites d'un ensemble de courbes. Par exemple, si e est l'écart de deux courbes tel que 

nous l'avons défini, on pourrait le remplacer partout par 3 ^ ou par j^ ou par — p- . 

Mais la définition primitive a l'avantage de donner pour l'écart de deux courbes rédui- 
tes à deux points une quantité égale à la distance de ces deux points; et pour deux 
courbes, l'une fixe, l'autre qui s'éloigne à l'infini un nombre qui tend vers l'infini. 

La définition de l'écart que nous avons donnée ne fait pas prévoir comment on 
pourrait le calculer effectivement, et ce calcul serait certainement très difficile en géné- 
ral. On peut cependant donner des exemples simjries où ce calcul est possible. En gé- 
néral, on devra procé^der de la manière suivante. On prouvera que, dans toute corres- 
pondance continue entre les deux courbes, le maximum d de la disunce de deux points 
correspondants est supérieur ou égal à un nombre fixe c. On montrera ensuite qu'il 
ex iste au moins une de ces correspondances où ce maximum d est exaaement égal i e. 
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Par exemple, considérons deux segments rectilignes AB, AW et soit A la plus 
grande des deux longueurs AA\ BB\ On a toujours rf^A et Ton a d = A lorsque 
k corre^ndance est telle que deux points correspondants M, M' divisent l'un A By 
l'autre A'B\ dans le même rapport. Donc l'écart des deux segments est égal à A. 

On peut être aussi amené à définir l'écart de deux courbes fermées. On le consi- 
cérera alors comme la limite inférieure de tous les écarts qu'on obtiendrait en les con- 
âdérant de toutes les manières possibles comme des arcs de courbes ayant chacun 
deux extrémités en coïncidence. On verrait alors facilement que si l'on considère deux 
drconférences de rayons R^y J?^ , de centres 0, , 0, , situées dans le même plan et 
orientées de la même façon, leur écart est 0^ 0^ -\- \R^ — R^\. 

Un exemple moins particulier est le suivant. Considérons dans un même plan deux 
cporbes convexes C, et C,, la courbe C, étant supposée à tangente continue et toute 
cBom contenue dans C,. Dans ces conditions, on peut voir que l'écart de C, et de 
C, est égal au maximum du segment intercepté par Q sur la normale extérieure à C^ . 
Dans ces exemples, on vérifie immédiatement que l'évanouissement de l'écart est 
h condition nécessaire et suflisante pour que les deux courbes coïncident, ce qui permet 
souvent de prévoir la valeur probable de l'écart. 

Paris^ le 2 avril 1906. 

Maurice Fréchet. 
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RICERCHE SULLA DEFORMAZIONE DELLE QUADRICHE. 
Memoria di Luigi Bianchi (Pisa). 



AduiunzA del 13 m*ggio 1906. 



Le ricerche che espongo nel presente lavoro apportano nuovi complementi alla 
?om delle trasformazioni delle superficie applicabili sulle quadriche, in particolare agli 
lidi sulla deformazione delle quadriche rotonde e dei paraboloidi che ho sviluppato in 
je Memorie recenti *). Una prima parte del presente scritto tratta delle superficie 
eali) applicabili sul paraboloide a parametri puramente immaginarli (positivi) : 

) y + f = ^^^-=c 

estende alle deformate di questo paraboloide i metodi di trasformazione esposti nella 
emorìa (£) per i paraboloidi reali. Le formole relative a questo nuovo caso vengono 
i dedotte da quelle per le trasformazioni di Bäcklund per le superficie a curvatura 
stante negativa dello spazio ellittico, utilizzando il nuovo metodo di Weingarten per 
ricerca di classi di superficie applicabili. 

Con un procedimento analogo, si potrebbero dedurre le formole della Memoria 
) per le trasformazioni delle deformate dei paraboloidi reali da quelle delle trasforma- 
mi di Bäcklund per le superficie di curvatura costante, immerse in uno spazio ellit- 
o od iperbolico, ma col ds^ indefinito. 

Ritornando all'attuale paraboloide (i), è da notarsi il caso del paraboloide rotondo 
= y. Le sue deformate formano la classe completa delie superficie, già determinate 

Weingarten nelle sue prime ricerche, che sono le evolute delle superficie coi raggi 
indpali di curvatura legati dalla relazione 

r^ - r^ = sen (r,+r,), 

le superficie corrispondenti dello spazio ellittico sono quelle a curvatura assoluta nulla. 



•) (A) Teoria delle trasformai^ioni delle superficie applicàbili sulle quadriche rotonde [Memorie della 
dctà Italiana delle Scienze (detta dei XL), serie III, t. XIV (1905), pp. 1-73]. 

CS) Teoria delle trasforma:^ioni delle superficie applicabili sui paraboloidi [Annali di Matematica, 
ie III, t XII (1906), pp. 263-344]. 

Nel testo verranno citate come Memoria (A) e Memoria (fi). 
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\ella seconda pane dò una nuora eainaiuue aDa teoria delle trasformazioni delle 
deformate delle quadrìche, dimostrando die tsisUmû classi di ccngruen:^ rettilinee W 
colli dui falde dilla smperßcii focaii afpHcaMli sapra dmi quadricbe diverse. Fino ad ora 
le congruente iT, che danno Y rìtmuno fmmmìt geometrico per le trasformazioni, 
avevano le due fadde focali appbcabQi sulla medesima quadrila, CoUa nuova estensione 
eficttuiamo il passaggio daDe de f or m a le di una qnadiica alle deformate di un'altra qua- 
drìca. In questi primi studi subiHsro una relazione di siffatta natura, fra le superficie 
^plkabili sulle quadriche di rotazione attorno alTasse focale e le deformate (reali) di 
qudle quadricbe immaginarie di Dakbocx die sono tangenti al drcdo inmiaginario al- 
l'infinito. In particolare, si passa così daDe deformate del paraboloide rotondo alla classe 
di superficie, determinata da Weikgaktex, coD'ekmento lineare 

il* = in* + (a» + ar + O^^, 

e caratterizzate da Daaboux come af^iUcabüi sopra un paraboloide inmiaginario tan- 
gente al circolo alllnfiniio. 

Dimostro poi l'esistenza, neUa solita generaficà, di congruenze W colle due falde 
appficabili sopra una medesima quadrica di Daaboux, e da uhimo considero l'esempio 
sempUdssimo, ma istruttivo, ddle congruenze le cui doe fidde focali sono quadriche 
projettìve- 

Si. 

Le stq>erficie pseodosfieridie ótììo vpOLào dHtUoo e le deformate 
dd paraboloide a parametri immagmarf . 

Ndlo spazio dlittìco, b cui curvatura K^ poniamo per sempHdti = -f- i, conside- 
riamo una superficie pseudosferka 1, la cui curvatura (relaiiva) sia costante ne- 

Pi Pa 

gativa = r- Riferiamo b superficie S alle sue Hnec di curvatura «, v e, appli- 
cando le formole generali della geometria ellittica (cfr. i $$ 213-215 delle mie Licioni 
di geometria differetKiiaU, voi. H), avremo dapprima le formole s^uenti : Essendo 6 
una funzione di »> v, soluzione della equazione del 2^ ordine 

W |^-|:^.=(i-«')scn6cos0. 

rdcmento lineare di S sari dato da 

(3) ds' = a\cos'fÌdu' -f sen'Oiv*) 

e k curvature principali avranno i valori 

I _ cotO I _ çft 

TT" ^' "pT""^" 

Eàficândo pot con x^y x, , x,> x^ le coordinate di Weoerstrass di un punto mo- 
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bile sopra 2, con Ç^, Ç,, $,, i^ quelle del piano tangente e con (ti^, »,, t),, to^), 
(ìo> ^5 ^j» ^j) q^^^ dei due piani principali, ricordiamo che il determinante 



(i) 



^O ^1 ^2 ^3 

$o ^. 5. 5, 
\ ^i "^a "^s 



;. ^, ^. 2:, 

è oru^naie destrorso (= -f- i) e per gli elementi di ciascuna sua colonna valgono 
le fonnole fondamentali seguenti : 

— =iicosö.Tf), -^r-=senö.Yi, -^r-= — ocosö.x — senö4+^r--^5 -=;-= — ^r--'»ii 
'du 'au ' ôv ' du OT ' 



w 



du 



f -s-=ûsen6.C -^r-=: — cos9.L -^-=-^r-.^, -^= — flfsen6.x+cos9.ç ^.n. 

\ av ^ dv ^ av du ^ dv ' du 

Applicando ora il metodo di Weingarten esteso alla geometria ellittica *), dedu- 
ciamo dalle superficie pseudosferiche 2 una classe di superficie S dello spazio euclideo 
qjplicabili Tuna sull'altra nel modo seguente. Le tre espressioni 

(7) dy, = x,dx,-\-a%di^ 

sono tre diflFerenziali esatti in forza delle (6), e interpretando y^^ y^j y^ come coordi- 
nate cartesiane ortogonali di un punto mobile nello spazio euclideo, questo punto 
(Jmj Jxt y^ descrive una superficie S d'elemento lineare fisso 

(8) is\ = dy\ + dy\ + dy] = (i - x':)dxl - la^xXdxJl^ + «*(i - ^^5:. 

Possiamo scrivere 

ds\ = dxl + a^dV^ - (xjx, + a%d^y, 
e, ponendo 

si vede che questo ds^ appartiene al paraboloide: 

X* + -C + 2ÌZ=o 

con parametri puramente immaginarli (vedi Lexjo^h voi. H, pag. 251). Esprimendo le 
(7) per le variabili u, v, si ha: 



(9) 



-^ = a(cos 6. X. + a sen 6. Ç.) v)^ 



dv 



a (sen ». x. — a cos 6. Ç .) 2;^ 



(1 = 1,3,3), 



^ Cfir. la mia Memoria: Alcune ricérche di geometria non iuclidsa [AnnaG di Matematica, serie III, 

L n (1899X pp. 95-126]. 



7« 



LUIGI BIAMCHL 



e da queste derivando otteniamo per le (6): 

-^ = a (cos e. Xj + a sen e. Ç .) -^^ — a (sen 0. X. — a cos e. Ç .) ^^ »„ + fl' Ï1 . 7i„ 



(IO) 



I di^dv = « (cos 0. x, + a sen 6. Ç.) -^-a (sen Ö. *, - a cos e. f .) ^ tì„, 
|^ = a(sen0.x,-acose.$,)||°+«(cosö.x,H-asenO.Q|^2:„, 
-||?- = a(sen0.x,-acose.$,)||>+«(cose.x-asene.o|^2:,+a»C,C, 



d'y 
dove l'eguaglianza dei due valori per .^ ^' risulta dalle (6) e dimostra appunto che 

le condizioni d'integrabilità pel sistema (9) sono soddisfatte. Dalle (io) calcoliamo la 
seconda forma quadratica fondamentale per la S, 

Ddu' + 2D'dudv + D"dv', 

nel modo seguente. Pei coseni di direzione F, , F, , 7^ della normale alla S abbiamo 
daUe (9): 



F = 





I 


X, X, 


Y : 





I 


6 *■ 


Vi 


Yr- 


I 


Vi- 

X, X, 

5. Ç, 


- X* — E' 


^, t. 




Vi- 


<-ì: 


> 



e calcolando dalle (io) i valori 



D 






e- = g Y,-^^ 






dudv ' 
col ricordare che il determinante (5) è ortogonale destrorso, troviamo: 



00 



D = — 



g'^0^0 



D' = o, D" = 



_^3X 



vi-xi-v: ■ si-x\-i\ 

Essendo dunque D' = o, D = — D", vediamo che le linee (w, v) di S, corrispon- 
denti alle linee di curvatura di i, tracciano sopra S un sistema coniugato anti-isotermo. 
Facilmente si dimostrerebbe poi che questo sistema coniugato di S è quello che si 
conserva coniugato nella corrispondenza per applicabilità della S sul paraboloide imma- 
ginario. 

§2. 

Le trasformazioni di Bäcklund delle superficie 2 e le corrispondenti 

delle superficie 5. 



Applicando alla superficie pseudosferica 2 dello spazio ellittico una trasformazione 
di Bäcklund 5^, si ottiene una nuova superficie pseudosferica 2', che forma insieme 
con 2 le due falde di una congruenza (pseudosferica), nella quale è costante = e Tan- 
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fào ié due piani focali, ed è pure costante la distanza t dei due fuochi e legata a t 

dalla relaàone 

(12) senr = asend *). 

Indicando con accenti le quantità relative alla 1\ le formole pel passaggio da 2 a 
r sono le seguenti. Le funzioni 6, 6', soluzioni della (2), sono legate dalle relazioni 
ed I® ordine : 

"N Af ^ ft 

-:r 1- ^— = acotT cos6 seno' — cota senöcosO' 

. du ^ dv 

03) { ^^, 30 

-IT f- ^— = — acotTsenöcosO' 4- cot d cos 6 sen 6' 

av " au ' 

e per gli elementi relativi a 2' abbiamo le formole : 

^x' = cosT.x -}- senrcosJ'.yi -f" sen t sen 6'. J^, 
$' = cos<T-Ç -}- sen<Tsen6'.Y) — sendcosO'.J^, 
)ii'=: — sen T cos 6. X — send sen O.Ç -j- (cost cos 6 cos 6' -j- cos d sen 6 sen 6'). yj 

-}■ (cost cos 6 sen 6' — cos d sen 6 cos 6').^, 
C' = — sen T sen 6. X -f- send coso. Ç -j- (cos t sen 6 cos 6' — cos d cos 6 sentì'), y) 

-f- (cost sen 6 sen 6' -j- cos d cos 6 cos 6'). J^. 

Ora, come abbiamo dedotto colle (9) dalla 2, per quadrature, una deformata S 
del paraboloide immaginario, cosi ne deduciamo una seconda S' dalla 1' colle formole 
anak^he: 

|^ = a(cose'x:-i-asene'Ç;).<, 
^ = «(sene'x:-flcose'Ç.O.C;, 
le quali, a causa delle (14), possono anche scrìversi: 

-^ = tf(cosTcos6'.x. + flfcosdsenô'.Ç. -j- senT.Y).).Tf)|^, 

-^ = a(cosTsen6'.x — /icosdcosO'.Ç. 4- senT.2[.).C. 

Le due deformate S, S' del paraboloide immaginario sono definite, per quadrature, 
dalle rispettive (9) e (15) o (15*), a meno di una traslazione nello spazio per ciascuna. 
Ci proponiamo ulteriormente di dimostrare che, fissate in modo arbitrario le costanti 
additive in y^y y^, y^^ si possono fissare quelle in y[ , y[ , y'^ in guisa che 5, S' ven- 
gano a costituire le due falde focali della congruenza formata dalle congiungenti i loro 
punti corrispondenti (^, , y^^ y^^ {y\y y\y j^p, che sarà una congruenza W. 



•) Per questa e per le seguenti formole nel testo, vedi la mia Memoria: Sopra alcune classi di 
coHgrusnie nttämu negU spai(f di curvatura costante [Annali di Matematica, serie 111, t. X (1904), 
pp. 95-1453- Cfr. in particolare il $ 3. 
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S3. 

Le trasfiirmazioni delle superficie applicabili 
sul paraboloide immaginario. 

Per raggiungere il nostro scopo applicheremo il procedimento indicato in generale 
nella Memoria (5), § 12, cercando di determinare due funzioni /, m di u, v taU che 
sussistano le formole 

Basta ora identificare le derivate di y\ date dalle (15*) con quelle che si traggono 
dalle (16), osservando le (io), § i, per dedurne i v^ori di Z, m: 

ri' r 

1 = sena-^ y m = sen(T-;^: 

le (16) diventano quindi: 

(17) yi=yi + senT[(cosex. + flsen6$.)Y); -}- (senOx. — acos^Ql'^. 

Si verifica facilmente che le derivate delle y[ calcolate da queste, avendo riguardo 
alle (6) ed alle analoghe per la superficie i', combinano appunto con quelle fornite 
dalle (15*). Cosi, appena nota la S, le (17) fanno conoscere in termini finiti la super- 
ficie S' e le assegnano una tale posizione nello spazio che il punto (y[) di S' corrispon- 
dente al punto (y.) di S giace nel piano tangente alla S in questo punto. Per dimostrare 
inversamente che (j.) giace nel piano tangente in (y^ alla S' osserviamo che sussistono 
le identità 

(cos ex. + asm eÇ.)Y); + (sen Ox. — acos 6$.)?;; 

= (cosô'x; + asene'Ç:)75^ + (senO'x; - acos6'Ç;)Ç„, 

come segue dalle (14) e dalle identità 

Xi^o + ^X + ^.»ìo + ^i^o = 0'= i> 2, 3). 

Per ciò le (17) possono sciversi: 

V -v'-seneT/^^^^ + -^^^\ 

e sotto questa forma dimostrano appunto che il punto ()>.) giace nel piano tangente 
in (j'.) alla S', Dunque le congiungenti i punti corrispondenti (y.)y (yj) generano una 
congruenza di cui le superficie S, 5' sono le due falde focali. Poiché inoltre il sistema 
(m, v) è coniugato anti-isotermo, tanto sopra 5 quanto sopra S\ si corrispondono sulle 
due falde focali tutti i sistemi coniugati, e la nostra congruenza è quindi una con- 
gruenza IV, e. D. D. 

Ora supponiamo data una qualunque deformata (reale) S del paraboloide a para- 
metri immaginarii. Ne risulterà determinata una corrispondente superficie pseudosferica 
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I ddio spazio ellittico [Annali di Matematica, s. m, t. Il (1899)], e poichö questa Am- 
mette 00* trasformate di Bäcklund, avremo il teorema finale: 

C^ni superficie (reale) S applicabile sul paraboloide immaginario 

p ^ q 

^fartiene, come prima falda della superficie focale, ad una doppia infinità di congruente 
rettilinee W, le cui seconde falde sono applicabili sul paraboloide stesso. 

Come si vede, è questo il medesimo teorema fondamentale che ho dimostrato nella 
Memoria (ß) per le deformate dei paraboloidi reali. In modo simile si potrebbe dimœ 
strare il secondo teorema fondamentale (fi), ricorrendo al teorema di permutabilità per 
k trasformazioni di Backlund delle superficie pseudosferiche nello spazio ellittico. 

Osserviamo ancora il caso particolare notevole ove si tratti del paraboloide rotondo 
(immaginario). Le sue deformate reali sono le evolute delle superficie di Weingarten 
coi ra^ principali di curvatura legati dalla relazione 

^ — r. = sen(r, -ffj. 

n teorema superiore dimostra che esistono classi di congruenie W le cui due falde 
fecali sono superficie di quesu natura. Rammentando la costruzione di Darboux che fa 
dipendere queste superficie da quelle di traslazione con curve generatrici a torsione co- 
stante, eguali v* di segno contrario, si potrebbe ricercare il significato delle nostre trasföN 
mazioni rispetto alle curve di torsione costante. 

S 4- 
D paraboloide rotondo ed il paraboloide immagiaario di Weingärten. 

Le congruenze W^ che abbiamo introdotto fin qui nella teoria della deformazione 
delle quadriche, avevano le due falde focali applicàbili sulla medesima quadrica. Ci pro^ 
poniamo ora di stabilire l'esistenza di congruenze W colle due falde focali applicabili 
sopra quadriche diverse. Cominceremo dal dimostrare che in tale relazione stanno le 
deformate del paraboloide rotondo reale colle superficie, già determinate da Weingarten, 
d'elemento lineare 

ds' = ti«' + (2tt + 2t; + e'-) dv\ 

e che Darboux ha caratterizzate *) come applicabili sul paraboloide immaginario 

08) >,(>, + K.) + '^, = 

tangente al circolo immaginario all'infinito. Per abbreviare chiameremo questa quadrica 
il paraboloide di Weingarten. 

Ponendo il parametro p del paraboloide rotondo = i, ne scriveremo le equazioni 



•) Vedi Darboux, Leçons sur la théorie généràU des surfaces, t. IV, pag. 534. 

Rmi, Gre. MmUm. PàUrmo, t. XXU (1906). — Sumpato il 7 giugno 1906. 
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— ^ — ^ ^ 

sotto la forma 

ed avremo pel suo elemento lineare: 

(19) ds' = {%' + i)da' + loL^dxd^ + (P' -f i)d{i\ 
Analogamente, se pel paraboloide (18) di Weingarten poniamo 

Û» g.» 

^. = • a ' ' ^ -»>.=*. — ?.» ^ + »>. = 2«., 

il SUO elemento lineare ds^ prenderà la forma 

(20) ds\ = « + 2)da; - 2(a.P. + O^a.^fi. + p;d|i:. 

Noi consideriamo le superficie S, reali, che per valori reali dei parametri a^, {i^, 
soggetti alla dis^uaglianza 

2ß:-2a{i, -i>o, 

hanno l'elemento lineare (20); a queste superficie intendiamo riferirci quando parliamo 
delle deformate del paraboloide di Weingarten. 

Bisogna ora ricordare che la determinazione di ogni deformata 5 del paraboloide 
rotondo si ottiene nel modo seguente *). Essendo co (w, v) una soluzione della equazione 

^ '^ our ^ dv 

si consideri il seguente sistema differenziale per le quattro funzioni incognite a, ß, X, |t 
di u, v: 

da ^ 3P -. d'k Û dw da do) ^ 

^"^^ ^ da dìJ d> âw d(x , „ , dw . 

^=cosa..(., ^=senco.{*, ^=^.l>., ^=cosa..«+sena..{H-^>; 

questo sistema lineare è completamente integrabile e possiede Timbale quadratico 

(il' — X' — »^ — ß' = cost. 

Se prendiamo una quaderna (a, {i, X, (i) di soluzioni del sistema (^A) tale che ne 
risulti 
(^) (,' ^ X' - «' - ß^ = I , 

avremo definita intrinsecamente una deformata S del paraboloide rotondo, sulla quale 
le linee (w, v) tracciano un sistema isotermo-coniugato coi seguenti valori pei coefficienti 
della seconda forma quadratica fondamentale : 

D = D" = - —~^-^- , U = o. 

|/a' + p'+i' 



•) Vedi la mia prima memoria : Sulla deformazione dei paraboJoidi [Annali di Matematica, s. Ili, 
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In modo analogo, riferendoci ai risultati generali stabiliti al § 5 della memoria sopra 
otax determiniamo intrinsecamente ogni superficie S, d'elemento lineare (20) nel modo 
seguente. Se 9(u, v) è una soluzione dell'equazione di Liou ville 

abbiaino il sistema completo di equazioni differenziali per le quattro funzioni incognite 
j, ä,, \, a^ di tt, v: 

1^ = cosh e. X . ^ = senh 6. \, 
au '^ du '^ 



(5) 



1^ = (ß. _ a.) senhe - ß. cosh 6 - |ip. , |^ = _ |i x. , 
du ^ ' ''^ ' dv^ du dv *' 

^r— i = senh 6. w.^ , ^ = cosh 6. li, , 



Questo sistema possiede l'int^ale quadratico 

2ß:-2«.ß, -X|-(xJ = COSt. 

e se prendiamo una tale quaderna (a,, ß,, X,, p.,) di soluzioni che si abbia 

ne risulta definita intrinsecamente una delle nostre superfìcie 5,, sulla quale le linee u, v 
tracciano un sistema isotermo-coniugato coi valori 

per i coefficienti della seconda forma quadratica fondamentale. 

§5. 
Le trasformazioni intrinseche per le superficie 5,, 5',. 

Ora poniamo in relazione le due equazioni a derivate parziali (21) e (22) e i corri- 
spondenti sistemi (-4), (ß) colle formole seguenti. Indicando con a una costante arbi- 
traria, consideriamo il sistema simultaneo di equazioni del 1° ordine 

/ do , de«) -0 / \ 

[d-v + d-u = ' «'«("-<^)' 

dalle quali eliminando 6 segue per co l'equazione (21), ed eliminando co segue invece 
per 6 l'equazione (22) di Liouville. Ne risulta che se per co poniamo nelle (23) una 
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aolunono ddlc (21), esse divenatno ooinparibili per la funrône ina^nita 6, c la soh-^ 
zione generale delle (23)) che contiene oltre 9 una nuova costante arbitraria, viene a 
soddisfare la (22). Similmente^ ponendo nelle (23) per H una soluzione della (22), il^ 
biamo un sistema completamente int^abile per co che viene a soddisfare alla (21). 

Ciò posto, siano a>, due tali soliusioni, rispettivamente delle (21), (22), l^atefra 
loro dalle (23), e prendiamo una quaderna qualsiasi (a, ß, \ (a) di soluzioni del i 
stema (^A). Dimostriamo che le seguenti formole di sostituzione lineare 

/ ttj = cos a. a 4" sen ^. P -f" ^^^ ®- ^ — ^^^ ^- K*» 
\ ßj = cos a. « -4* len e. p -}■ ^enh 6. \ ^ cosh 6. pi, 
^ ^ j >j = sen 0). a — cos o). ß — e'* sen (w — <r)(X -}- (jl), 

\ ptj = — cos a> oc — sen tó ß 4^ ^"^ cos (to — a)(X -}- (^) 

fanno passare ad una corrispondente quaderna del sistema (Ä). Questo si prova deri- 
vando effettivamente le (C) ed osservando le (^A) e le (23); si vede allora che le (5) 
risultano identicamente verificate. ^ 

Ora le (C), risolute rapporto ad a, ß, X, (ìl, danno il sistema equivalente: 

/ a = cos <r. (a, — ß,) -f- sen to. X^ — costo, (jl^ , 
,^x)P = sena.(a, — ßj ^ costo^X^ — sento.jx,, 
v^ JW = senhe.a, + (coshe — 2senhe)ß^ — é5-*[sen(to — a).\ — cos(to — (x).(i,], 

( (jL =z coshO.a, + (senhO — 2cosh6)ß, -f- «"^[sen(to — (j).X^ — cos(to — (x).(itj. 

Da queste formole segue facilmente l'identità 

onde risulta ulteriormente che se la quaderna (or, ß, X, (a) soddisfa l'equazione in ter- 
mini finiti (A*)j la quaderna derivata (a,, ß,, X^, jìl^) soddisferà alla sua volta la (fi*). 
Se partiamo dunque da una data deformata S del paraboloide rotondo e, prese le 
corrispondenti funzioni to, «, ß, X, (ìl di tt, v, scaliamo una qualuiìque soluzione 6 delle 
(23), indi mediante le (C) calcoliamo a^, ß,, X^, (x^, avremo definita intrmsecamente una 
deformata S, del paraboloide di Weingarten. Di due tali deformate S, 5^ del parabo- 
loide rotondo e del paraboloide di Weingarten, rispettivamente diremo che sono trasfor- 
mate Tuna dell'altra per mezzo di una B^. 

s 6. 
Le congruenze ff^ colle due falde focali 5, 5, . 

Colle formole precedenti noi abbiamo soltanto definita intrinsecamente la relazione 
fra le due superficie 5, 5^ trasfçrniate per una B^ . Ora vogliamo dimostrare che le su- 
perficie 5, S, di una tale coppia possono ogni volta collocarsi nello spazio in guisa che 
le congiungenti i loro punti corrispondenti (x, y^ ;(), (x,, >,, ^^) (corrispondenti ai me- 
dedmi valori di w, v) tocchino nel primo punto la 5, nel secondo la 5,, Seguiremo 
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per dò la via stessa indicata al § 12 della Memoria (£), e supponendo di avere già 
fsati la S nello spazio conosceremo x, yy :^ in funzione di u, t; e cercheremo se si pos- 
sono prendere per x,, y^^ ^^ espressioni del tipo 



, ,dx , dx 
^. = ^ + '57. + ^^. 



du 



dv 



œlle analoghe per jr^, ;^p dove /, m siano convenienti funzioni di w, v. Mediante con- 
àderasoni simili a quelle svolte nella Memoria (jB) (§ 14), troviamo 









(24) 






Indicando con X, Y, Z ì coseni di direzione della normale alla 5, dalla derivazione 
delle (24) otteniamo: 



(35) 



^=L—4-M—4--=Ëh=:. 
du d« "^ dv "^ j/«' _j_ ß» _j_ I 

dv dv ' dv ~ |/«>_|_ p»_^ I 






dove i coefficienti L, Af, P, Q hanno i valori s^;uenti: 

T V /^coso) — a sen co. _e r \\ 

., X /psenco + acosft). , _e / \\ 

n (A, /p COSO) — a sen CO , _e / n\ 

[X — e~® COS ( 



(a^ 



u. /{isenw + acostó _e , .\ 



Con calcoli del tutto simili a quelli eseguiti ai §§ 15, i6 della Memoria (5), si 
dimostra ora che la superficie luogo del punto (x^ y y^, tQ definita dalle (24) ha pre- 
cisamente le equazioni intrinseche della nostra superficie S^ . Osserviamo poi che dalle 
(a6) s^uono le identità: 

le quali traggono seco le altre 



X dx, \k dx, X, dx . t^, 8x 

X, du V-i dv X dii ' (A dv' 
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Per ciò le (24) possono scriversi anche 

^ ^ ' \ Ott ' (JL, dv ' 

e ne risulta che le nostre forinole assonano appunto alle due superfìcie 5, 5, una tale 
posizione relativa nello spazio che le rende le due falde focali della congruenza ^ge- 
nerata dalle congiungenti i loro punti corrispondenti. 

Ciò posto, se supponiamo dapprima data la deformata S del paraboloide rotondo, 
saranno determinate le funzioni 6>, oc, ß, X, (ìl di u, t; e int^rando le equazioni (23), 
lineari in e^ , determineremo la funzione 6 con due costanti arbitrarie. Le formole (24) 
daranno quindi 00* trasformate S, applicabili sul paraboloide di Weingarten, che in 
eflfetto si riconosce facilmente essere tutte distinte, onde concludiamo: 

a) Ogni deformata S del paraboloide reale rotondo appartiene, come prima falda 
della superficie focale, ad 00' congruent W^ le cui seconde falde S^ sono applicabili sul 
paraboloide immaginario di Weingarten. 

Se invece supponiamo data una S, , le sue trasformate S formano solo una sem- 
plice inunità, perchè se co e <r si accrescono di una medesima costante, la 5 non cangia; 
dunque : 

^) Ogni deformata (reale) S, del paraboloide di Weingarten appartiene, come pri- 
ma falda focale, ad 00' congruent W, le cui seconde falde focali sono applicabili sul 
paraboloide rotondo, 

§7. 
Le quadriche di rotazione e le quadriche di Darboux. 

I risultati a cui siamo pervenuti per le deformate del paraboloide rotondo possono 
estendersi alle altre quadriche di rotazione attorno all'asse focale (quadriche di Guichard), 
come ora ci proponiamo di dimostrare. 

A tale scopo seguiremo qui una via, più breve, che utilizza le relazioni stabilite 
dai teoremi di Guichard fra le deformate delle quadriche di rotazione e le superficie 
di curvatura media (o di curvatura totale) costante. Nel caso particolare che questa cur- 
vatura media sia nulla otterremo cosi nuovamente i teoremi del § precedente pel para- 
boloide rotondo. 

Porremo a base dei calcoli seguenti i risultati stabiliti nel Cap. X delle Intoni 
(voi. II, §§ 303 e seg*'), che converrà brevemente ricordare *). Partiamo da una su- 
perficie 1 di curvatura totale costante K che riferiamo alle sue linee di curvatura (u, v), 
e sia 

ds'=iEdu'+ Gdv' 



•) Per maggiori sviluppi vedi la mia memoria : Sulla deformai^ione delle congruente, etc. [AmiaK di 
Matematica, s. Ili, t. VI (1901), pp. 117-164J. 
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3 quadrato del suo elemento lineare. Al § 310 delle Legioni (voi. II, pag. 244) vi ab- 
biamo coordinato un sistema di equazioni simultanee alle derivate parziali, al quale pos- 
samo dare la forma lineare (omogenea) seguente: 



(Ö) 



du |/(J dv "^ da du r^ ' ^ 

dv YË du ^^ dv ^' y » r i ^^ |/£ dw 



d? ./7^ diu _VG 

dv ' ^-7 ^^ '', 

dove Y indica una costante arbitraria, diversa però rfa i, e X, (x, (p, tf sono quattro 
funzioni incognite di «, v. Questo sistema (Z)) è illimitatamente integrabile e possiede 
llntegrale quadratico 

(IT) V + (x* -f (i — y)Kff' + Y«;' = e (costante). 

Se (X, (JL, <p, tt/) è una qualunque quaderna di soluzioni del sistema (D), sappiamo 
(Leiiani, voi. H, §§ 305, 306) che la superficie S inviluppo dei piani normali alle 
Knee ç = cost, sopra 2 ha Telemento lineare fisso: 

A causa della omogeneità delle (D) possiamo moltiplicare la costante e per un fat- 
tore positivo qualsiasi; l'elemento lineare (27) dipende quindi solo dal segno di e. 
Questo elemento lineare appartiene alla quadrica (immaginaria) di equazione 

che è una delle quadriche a centro considerate da Darboux, tangenti al circolo imma- 
ginario all'infinito: questa diremo una quadrica Q di Darboux. 
Conviene poi ricordare le formole 

(29) J=^___i__(XX. + (.X, + Y«;X,) 

colle analoghe per 3^, :(, le quali danno le coordinate (x, r, x) ^^l punto di 5 corri- 
spondente al punto (x, yy ;() di ^. Inoltre, se si indicano con X, 7, Z i coseni di 
direzione della normale a 5 si ha, a meno di un fattore di proporzionalità, 

(30) x = i.x,-\x,, ?^f.7,_xy,, z = i>.z,-xz^. 

Prendasi ora una quaderna speciale (A, M, *, fV) di soluzioni del sistema (D), 
per la quale la costante e nella (Z>*) risulti nulla, cioè sia: 

A^ + Af^ -J. (i _ y)K^' + Y fT^ = o. 
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In tal caso, la corrispondente superficie 5 è applicabile sopra una superficie di ro* ' 
tazione e la sua complementare, che indicheremo con 5^, è la deformata di una f»»^ 
drìca di rotazione di Guichard, reale od immaginaria secondo che K è positiva o imi 
gari\'a. Le coordinate (x^, jr^, ^ del punto di S^ corrispondente al punto (x, ^, ^ 4 : 
^ e i coseni di direzione X^^ K^, Z^ della normale a 5^, sono dad dalle formole -; 

(30 ^o=^*-^-^P J^o = v — ^K,, K^ = i — r^Z^, 

(32) x=.vx.+Afx,+//x, r=Ar,+Afr,+»^r,, z=az.+mz,+»-z,. 

Riguardiamo ora come corrispondenti due punti (x, y^ (*o> ^o? O ^ ^ ^« 
che corrispondono al medesimo punto (x, v, ^ di ^; poiché ai sistemi coniugati sopra 
^ corrispondono, tanto sopra 5 quanto sopra 5^, i sistemi coniugati, vediamo che: If ^ 
detta corrisponden:^a fra i punti di S, S^ conserva i sistemi coniugati. 

s 8. 
Le nuove congruenze fV. 

Arri\namo ora al punto essenziale della nostra ricerca, proponendoci la questione 
s^uente : Ê possibile subilire fra le due quaderne (X, {t, f , te;), (A, Af, 4^, fF) di so* 
luzioni del sistema (Z)), tali relazioni che le due corrispondenti superficie 5, 5^ risultino 
le due falde focali deUa congruenza formata dalle rette che ne congiimgono i punti cor* 
rispondenti ? 

Occorre e basta per ciò che siano soddisfatte le due condizioni: 

( Ki\ - ^) + no. - :y) + ^.fc -0 = 0.' 

Sostituendo in queste i valori (29), (30), (31) e (32), vediamo che la prima è 
identicamente verificau *), mentre la seconda si traduce nella s^ucnte relazione bili- 
neare fra i due sistemi di soluzioni: 

Ora, per due quaderne qualsiasi di soluzioni del sistema (Z)), il primo membro della 
(£) risulta una costante, a causa delle equazioni difierenziali (Z)) stesse. Basterà dunque 
che la (£) sia soddisfatu dai valori im:^iali di queste due quaderne per un sistema ini- 
ziale (Mq , vj di valori delle v-ariabili indipendenti «, v. Indicando questi valori iniziali col- 
Tapposizione dell'indice :^erOj la (jF) equivale adunque all'altra 



*) Questo risulta anche a priori dall'osservare che il piano tangente alla S passa per la normale 
di S e contiene quindi il punto corrispoatiente di 5. 
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l Per proseguire nel modo più semplice la nostra discussione, giova ora la seguente 
- oppresentazìone geometrica. I valori iniziali (>^, [x^, 9^, u/J individuando le quaderne 

(ly m f , tt/) e quindi la superficie S, se interpretiamo \j p.^, 9^, tu^ come coordinate 

ODOgenee di un pimto P nello spazio, potremo riguardare questo punto P come im- 

magme della superficie 5. 

La condizione (£*) esprime evidentemente che i due punti (X^, pi^, 9^, tfj, 

(^0' ^o5 ^o> ^o)» ^^^ nostro spazio rappresentativo, sono coniugati rispetto alla qua- 

dria 

04) A' + M' + {i-y)Kl>^-\-ffV' = o; 

ed è da notarsi in particolare che ogni punto (A^, Af^, *^, fV^) situato su questa 
qudrìca è Timmagine di una superficie S^ . Cosi : nella nostra rappresentazione i punti 
Oo> f^o> ?o> ^o) ^^^^ spazio rappresentano individualmente le 00' superficie S appli- 
cabili sulla quadrica Q di Darboux, mentre i punti (A^, Af^, *^, fTJ situati sulla 
quadrica (34) rappresentano le 00* superficie S^ applicabili sulla quadrica di rotazione 
di Glichard. 

Tornando ora alla rappresentazione geometrica della condizione (£**), vediamo che, 
sc(A^, Af^, 4>^, fFJ è un punto qualunque della quadrica (34), il punto (\, (x^, 9^, wj 
può avere una posizione arbitraria nel piano tangente in (A^, Af^, 4>^, W^) alla detta 
quadrica; dunque si ha il teorema: 

*0 öjf «i deformata S^ di una quadrica di rotazione di Guichard appartiene, come 
prima falda focale^ ad 00* congruen:^ W^ le cui seconde falde focali sono applicabili sopra 
una medesima quadrica Q di Darboux. 

Prendiamo ora invece ad arbitrio una superficie S applicabile sopra una quadrica Q 
di Darboux che sia rappresentata da un punto P esterno alla quadrica (34). U piano 
polare di P sega questa quadrica in una conica reale^ di cui ciascun punto è immagine 
di una superficie 5^ che insieme con 5 forma le due falde focali di una congruenza 
W. Abbiamo quindi Taltro teorema: 

ßO ^^g^ superfiàe 3 appìkàbUe sulta quadrica Q di Darboux appartiene, come 
prima faida focak, ad 00' congruemçç ÌV^ le cui seconde falde focali sono applicabili sulla 
quadrica di rotas^iane di Guichard. 

Come si vede, questi due teoremi a'), ß^) sono per le quadriche a centro i mede- 
simi come i teoremi a), {^) già dimostrati al § 6 per i paraboloidi. 

$9. 
Suddistinzione dei vari tipi. 

Andiamo ora a suddistinguere nei risultati precedenti i varii casi che possono pre- 
sentarsi a seconda del segno della curvatura UT e di quello della costante e, 

1° Caso: K positiva. — Poniamo per semplicità K = 1, Dovendo la nostra qua- 

Rêmd. Cire. U»imm. PaUrmo, t. XXU (1906). — Sum pato U 7 giugno 1906. Il 



.xift: •lAsesi. 



•*-•-* "^icpTiscsiaiKi 34, , astir* sa«^ jr jocibì y, i — 7 hanno s^no contraria 
:•<:;- > L ji iça ^a: ä gi a rm (54) é a ptmn eilmici ed oga 
t.- i^- z. ^ sbethi al& maóna naiàc poncha regressione ^o + K 
— ^ -. — " -; -=» -i TTfc i Ji i r .' ^ TI' TmH^juBKHce posônra e sì può fare = 1,- 
-i r*j-:r:i:i :i ^iclzioic sl «ini smi açùocdi jt v-i^ j ^tVTif S^ ha in ogni caso 1 
— ^ r^c^^-Éi: 7:*:ij: = : i:i ì ut rFpTmâr se 7 < ol un iperboloide (a d« 
a: " ^ ^iTt-^tâ: .mi f i» ì.iit£'^i^'?j'^ xfes. ses-jsR secoodazio abbiamo 



i « ,iaruz3£ 1 zics £ anat mu c L ' ikje : S jçoaacu scJa %;cadrica Q di Darboui 



J^-T:-iotr::z=i: :n :ier a^ ^ic: ì^ul: i lâee. î cm? iaTeîSssoîdc e siano S , y 
^ \c ^-^^tä: jr.T-:::ia: ^eT^-'riRTirr TrrscŒBsc: iisLa ^-rirssr^ scper&ic Z di curvamia 
X == — : >%c:l^ ijui r se r"; . nn:if JeL \ prsssacDe 5,* S^ h&mo per immagini doe 
.'vj-z .e:!-: riJLZ-cî ^ - i r:g : jimc ôsti rea >3Kin^ àcîa corda per quei due 
.x:::: s^ix* nnruirn z. im scrieriat S. jççikacnr sdia ^cairica ß «^î Darboux S 
o.c.-^-o.x r"\ ex i -LTii r^jrrjcx ,-rmca aca> 5 S. ccanso di S*. Abbianx) 
-' "vc-v. ^ :ç:^*cmr tutc^juì iSLig::.!, : 

^ ' ." V sl^ 'T-.i^cr 5, . 5* itnJri^^Mt 'hitmimii/ £ GcxMàMD, pr,yvemtnH da una 
fi... r »w 0:-"î.îL 1 X .Twrrjorx X =: — : 'V ^mmiSjmi ac' tr^'^nmaU comuni 'S 

\x o ?«ssc rtxc ü rrzosn ritrr aacre^i: 

^ '^ r w.: Ä' ^-n-^ix > . > . 5* icT'fîir-.vâi' ^ÇKsr^'wifif; xsMMttTiio »na trasfor- 

:' V is.^ X uv^^,\£. — >>:i rcrr.rrc X = — :. Uequxzkne deOa quadrica (54) 

V^N*^ ^ _ AT — ;- — z*'^^ir = o 

ce \\\*s>^ \i'V!^:;r xr jl -^^uni oeil ç;:;ain:a Cm*)] T < '• Dôringuiamo ora tre 

^»"^ > \ >-v,c ^>^ :\ I^ c.:;ic-%:n ^î^*^ e rxcca a pcsâeEtdci» la costante c può 
a\cîv '...^xA^N *^v '. :5;.'^rk^ x^rsnr.v i je s^j^sràdc 5 5«?cx> apçâ:ab(fi sojx^a un*unica qua- 



dtK 



•^ ^•' i'^v^itOxX v^, j.*r>: i^«^ >. icco je iefjrr:^« ä sinusoide iperbolico. 



>> 



'i ««.iC'^vuv Ir u xJÄ^ u ^:^*' i i ri-^rs:: z^ìcrtvxkì e nuti i penti dello spazio 



•> iV v\;vMx i\ » ò-v xN X -.r..^-^.-- ^v._i c-i:ric-i ^ rccincct suZ'cu o s;dl'ihri delle 
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itativo sono perciò esterni alla quadrica. La costante e può essere positiva, ne- 
o nulla, e la quadrica Q di Darboux affetta tre forme differenti. Nell'ultimo caso 
^= o) la 5 è applicabile sul catenoide accorciato, e su questa superficie di rotazione 
pure applicabili tutte le superficie S^. 

^) y = o. Allora tanto le superficie 5^ come le S sono applicabili sulla logaritmica 
i votazione e le nostre congruenze IV hanno le due falde applicabili su questa super- 
ficie. Più in generale si potrebbe dimostrare l'esistenza di congruenze W colle due falde 
pfccdi ^çplicabili sopra una medesima superficie di rotazione complementare di una pseu- 
a. Le superficie pseudosferiche complementari delle due falde di una tale con- 
fV sono allora trasformate di Backlund l'una dell'altra. 

S IO. 

Caso del paraboloide rotondo e del paraboloide di Weingarten. 

Vogliamo ancora dimostrare come il metodo tenuto nei §§ precedenti per le de- 
famate delle quadriche rotonde a centro può applicarsi anche al caso del paraboloide, 
fer ritrovare cosi nuovamente i teoremi a, ß del § 6. 

Per dò, in luogo di una superficie di curvatura costante, prendiamo ora una su- 
peraci 1 d'area minima, che sia definita dalle formole 

ds' = e'\du''\-dv'), r^= — e'\ r^ = e'\ 
\ parametri u, v essendo quelli delle linee di curvatura. 

Consideriamo il s^uente sistema di equazioni lineari omogenee (cfr. LeTiioni, voi. II, 
Pg- 355): 

k ^— — Une — e jw-j-me 9 — ^r— (a, ^t— — ^r— a, -;r— — ^ a, -tt— — e a, 
idi« ^ /IT dv^ du dv ^ du ^ du ' 

(^)dX de d(iL ^ e , -^x -e de^ d(p _Q dw _e 

\dv àu^ dv ^ ^ ^ du ^ dv ^^ dv ^ 

dove m è una costante e X, (x, (p, w sono quattro funzioni incognite di w, v. 

Questo sistema (F) è illimitatamente integrabile e possiede l'integrale quadratico 
(P) X' -}- P-* + ^* — 2 w (p «/ = e {e costante). 

Ora se (X, (x, <p, w) è una quaderna qualsiasi di soluzioni del sistema (F), la su- 
perficie S inviluppo dei piani normali alle linee (p = cost, sulla superficie minima 2 ha 
l'elemento lineare {Lettoni, voi. II, pag. 235): 

-T-a m*w/*d(p* -f" 2wtf (w/ — m(f)d(fdw + (e -}• m^<f^)dtu^ 

m w^ ' 

che appartiene al paraboloide di Weingarten. Per l'attuale superficie S le formole cor- 
rispondenti alle (29), (30) del § 7 sono le seguenti: 

Xsf.X,—1.X,. 
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Se consideriamo poi una quaderna speciaU di soluzioni (A, Af, 4», fV^ per la quale 
la costante e nella (F*) sia nulla: 

A' + Af + fl^ — 2m^ »^ = o, 

la corrispondente superfìcie 5 è applicabile sopra una superficie di rotazione, e la sua com- 
plementare 5^, definita dalle formole 

(37) 1'. = *--^^.' 

risulta applicabile sul paraboloide reale rotondo 

x* +/ = imi 
di parametro m. 

Ora se ci proponiamo, pel caso attuale, la medesima questione come al principio 
dd § 8, troviamo che è necessario e basta pel nostro scopo che si verifichi la con(fi- 
zione 

dopo di che le due superficie ?, S^ saranno le due falde della congruenza fF formata 
dalle congiungenti i loro punti corrispondenti. 

Dopo ciò ricorrendo, come al § 8, alla rappresentazione geometrica rispetto aUa 
quadrica 

A» + Af + fr* — im^fF = o, 

troviamo che valgono ancora i teoremi a'), P') di qud paragrafo, ove attualmente la 
quadrica rotonda diventa il paraboloide e quella di Darboux il paraboloide di Wein- 
garten. Si ritrovano cosi nuovamente i risuluti del § 6, espressi dai teoremi a) e ß). 
Osserviamo poi che considerazioni del tutto simili a quelle svolte nel § precedente 
dimostrano che i teoremi y) e S) valgono ancora nel caso attuale. 

Su. 
Congruenze IV con falde focali applicabili su quadriche di Darboux. 

Iaì deformate delle quadriche (a centro) di Darboux, provenienti da superficie pseu- 
uosfericlìc, oltre ad appartenere come prime falde focali a congruenze fV le cui seconde 
liiluc sono deformate di superficie di rotazione (§ 9), appartengono ancora ciascuna 
^ ce' congruenze tV con seconde falde applicabili sulla quadrica stessa di Darboux. 
Questo abbiamo già dimostratola! § 25 della Memoria (5) pel caso in cui y sia post- 
ava <^ I ; ora faremo vedere che la stessa dimostrazione si applica al caso generale. 

Supponendo la superficie 2 al § 7 di curvatura K = — ij potremo porre: 

/focose, f^G = senÖ, r^ = — tgÖ, r^=zçotO 
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c le formolc (D), § 7, diventano : 



g^ = (i-Y)cose.9-Ysene.«/ + |^^, |^ = 






(A) 



^ = COS Ö. A, :^— = sen Ö. X , 
du du ' 



dX ae öp^ , N ft I ft ^^^ 

3— =3~(^, ^ = (1 — Yjsenö.c -4- y coso, (x — ^-X, 

d? A ^*^ A 

^ = sen Ö. a, - — = — COS ö. u.. 

dv ^ av ^ 



Indichiamo, come al § 7, con S la superficie applicabile sulla quadrica di Dar- 
ioux, dedotta mediante la quaderna (X, (ìl, 9, tu) dalla superficie pseudosferìca 2 colle 
fi»™>le (29), S 7. 

Ora consideriamo una trasformata pseudosferica 2^ di 2 per mezzo di una trasfor- 
mazione B^ di Backlund, riferendoci alle formole già riportate al § 3 della Memoria (5). 
Ddb quaderna (X, ji., (p, w) di soluzioni del sistema (D,) relativo alla superficie 2, noi 
passiamo ad una quaderna corrispondente (X^ , pi^ , 9^ , w/ J pel sistema (DJ costruito 
per b 2, colle seguenti formole di sostituzione lineare : 

/ Xj=^X-}-5(x-}-(i — y) cos a cos 6. Ç — y cos d sen 6. tf , 
hS\ ) H-i = ^^ + ^K« + (l — y) cos a cos Ö. (p -}- y cos a cos ö. Wy 

J 9, = cosacosôj.X -|- cosdsenO^ .jjL -j- <p, 
\ w^=z cosasenÔj.X — cos a cos 6^ . (x — sene«;. 

Ed ora, come prima S da 2, deduciamo dalla 2^ , per mezzo della quaderna (X^ , (a^ , 
?ij ^1)5 "°^ nuova deformata S^ della quadrica di Darboux colle formole corrispondenti 
allc(29): 

Come al S 25 della Memoria (5) si vedrà che sussistono le due relazioni : 

Z(,*X.-T«.)(x-*.) = o, Z(^X'/'->.Xi")(x-x.) = o, 

le quali esprimono che la congruenza generata dalle congiungenti i punti corrispon- 
denti di 5, 5, ammette (S, S,) per falde della superficie focale ed è una congruenza fV. 
Di qui risulta la proprietà che volevamo stabilire : Ogni deformata di una quadrica 
Q di Darboux, proveniente da una superficie pseudosferica, appartiene come prima falda 
focale ad 00 * congruente W, le cui seconde falde sono applicabili sulla quadrica stessa. 
LsL classe già considerata nella Memoria (5) corrisponde ai valori : 

i- I I 

e le superficie corrispondenti sono coniugate in deformazione delle deformate improprie 
del paraboloide iperbolico [cfr. (£), § 24]. 
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Qui vogliamo ancora osservarne una seconda classe, corrispondente ai valori: 

C=i, T = y, T-i=y, 
che hanno per coniugate in deformazione le superficie d'elemento lineare 
(39) (Ì5' = (/) — a^)(ia' — 2a M«^? + (^ — {i')^ß'- 

Queste non sono altro che le superfìcie applicabili sul paraboloide a parametri { 
ramente immaginarii 



y+f = -' (y-t=-)- 



delle cui trasformazioni abbiamo trattato ai §§ i, 5. Paragonando le congruenze \ 
colle due falde focali applicabili su questo paraboloide, con quelle le cui falde foc 
sono le deformate della quadrica ß coniugata in deformazione, troviamo un risulta 
pienamente conforme al teorema finale del § 25 della Memoria (5). 

S 12. 
Congruenze ^ le cui falde focali sono quadriche projettive. 

Terminerò coU'addurre un esempio singolarmente semplice di congruenze W 
cui due falde focali sono applicabili sopra quadriche, anzi sono effettivamente superai 
del 2° ordine. Risolviamo per ciò la seguente questione elementare : Trasformare proj 
tivamente una data quadrica Q in un'altra Q' per modo che le congiungenti i punti a 
rispondenti tocchino le due quadriche. La congruenza formata da queste congiungenti a\ 
allora per falde focali le due quadriche ß, Q e sarà una congruenza W^ perchè 
projettività conserva i sistemi coniugati. 

La risoluzione analitica del nostro problema è semplicissima. Riferiamo la quadri 
Q ad un tetraedro autoconiugato scrivendone l'equazione sotto la forma canonica 

e siano 

»-4 

(40) >,. = 2.^.*^* (' = '' ^' 3. 

le formole della richiesta collineazione. Dovremo esprimere : 1° che ogni piano tangei 
a Q in un suo punto (x .) passa pel punto corrispondente (y .) ; 2° la condizione du; 
che ogni punto (x.) di Q giace sul piano corrispondente al piano tangente in (x.). 
prima condizione porta che per ogni punto (x.) di Q si abbia 

- quindi: 

Ä« + Ä*. = o per iV*; a„ = a„ = a^, = a^. 

La seconda condizione esige poi ulteriormente che il valor comune dei coefficie 
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: 



fiJ *«' ^jj' ^44 ^^ ^^^' ^^ risulta che: la più generale omografia richiesta è quella 
die ha un modulo di sostituzione emisimmetrico. 

Intanto abbiamo il risultato: Ogni quadrica Q appartiene, come prima falda focale, 
ti 00^ congruen:^e W la cui seconda falda è una quadrica projettiva a Q. 

Si può fare la semplice osservazione (suggeritami dal collega prof. Niccoletti) 
die le 00^ projettività cosi trovate si compongono, ciascuna, della polarità rispetto alla 
^drica ß e di un sistema nullo arbitrario. Anzi la considerazione geometrica diretta 
(fimostra subito che le omografie cosi composte, e queste soltanto, risolvono il nostro 
problema« 

In fine osserveremo che, per le note relazioni fra i sistemi nuUi (i complessi lineari) 
ed i movimenti infinitesimi dello spazio, possiamo formulare il risultato ottenuto nel 
modo sanante : 

Ss consideri la quadrica data Q in relazione con un movimento infinitesimo arbi- 
Erario; le congruen:^e rettilinu cercate si ottengono tirando in ogni punto M di Q quella 
tangente che i perpendicolare alla direiçione secondo cui si sposta M nel detto movimento 
mfmìtesimo. 

Se scrìviamo l'equazione della quadrica Q (supposta a centro) riferita agli assi 



e prendiamo Tespresâone più generale di un movimento infinitesimo nella notazione 
di Lie: 

^/ = (TJ^ - Pì + ^)/> + («Î - >^ + V)q + (ßx - a;y + cy 

am fl, i, e, a, ß, y costanti arbitrarie, troviamo di qui immediatamente per le formole 
della collineazione cercata : 

I ^y' -H + a I <^:C — ^x' + b I ßx^-gy + c 

Aax'-\-by + c:C' ^ B ax' + by' + c^" ^— C ax' + by' + c^!' 

Pisa, 23 aprile 1906. 

Luigi Bianchi. 
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SULLA EQUIVALENZA 

DI DUE SISTEMI DI FORME DIFFERENZIALI MULTILINEARI, 

E SU QUELLA DI DUE FORME DIFFERENZIALI 

COMPLETE DI 2° ORDINE. 

Nota di Ernesto Pascal (Milano). 



Adunanza del aa aprile 1906. 



Del problema dell'equivalenza di due forme diflferenziali quadratiche si occupò 
Chibtoffel *), che rilevò, fra le altre cose, l'importanza che ha per tal problema 
quel simbolo a quattro indici che era stato già considerato da Riemann per il problema 
dcDa curvatura degli spazii. 

Lo scopo di questa Nota è di mostrare come possa estendersi la considerazione 
£ Christoffel al caso più generale dell'equivalenza di due forme differenziali htlineari, 
e al caso in cui vi sieno, oltre queste, anche altre coppie di forme multilineari. 

Di tale problema è caso particolare, come si riconosce facilmente, quello della 
equivalenza di due forme complete di 2° ordine; e perciò nell'ultima parte deUa Nota, 
tratto anche di questo problema, specialmente nell'intento di fare, per una forma dif- 
ferenziale di 2° ordine, una considerazione che ricordi quella della curvatura costante 
Riemanniana per una forma differenziale quadratica. 

Sono naturalmente condotto dalla mia ricerca a costruire i simboli a tre e a 
quattro indici come quelli di Christoffel e di Riemann, ma relativi ad una forma 
büineare, doè, in sostanza, per un sistema asimmetrico di coefficienti a due indici, e 
di introdurre inoltre la derivazione covariante rispetto ad una forma bilineare. 

Tali generalizzazioni, speciahnente per la loro facilità, mi sembrano ben degne di 
essere rilevate ed introdotte. 

§1- 

Sia data la forma differenziale bilineare 
dove naturalmente non si suppone che X.. sia eguale a X... 



•) Christoffel, Ucher die Transformation der homogenen Differeniiahusdrûcke :(weiten Grades 
Journal fïir die reine und angewandte Mathematik, t. LXX (1869), pp. 46-70J. 

ÂÊmd, Grt. Mmimm, Palermo, t. XXII ( 1906). — Stampato l'8 giugno 1906. I) 
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Gm una trasformazîoiie di variabili quesu forma diventa una forma Y coi 
fidenti: 



' £;p "ày,dy. 
Introduciamo i simboli a tre indici (di i* ^lede) 

^^^ \_bj- 2 dx^^ 2 dx, 2 dx» 

(dove naturalmente ora si intende che non è permesso più lo scambio dei due 
r ed f ) e si hanno allora facilmente le s^uenti identità: 



(4) 



bs 

r 

'sr' 

b 






2 dx. 



2 dx, ' 



dx, 



[v]-[';]=m-m. 

•L*J d^b]-dx,lk] dx,LiJ 



Esprìmendo inoltre i simboli a tre indici calcolati nelle Y per queQi nelle 
trova facilmente la relazione (analoga ad una nou per il caso ordinano delle 
quadratiche) : 

« [Vi =m. 1^^ + i|^ + -Jl^ ^:- 

donde, risolvendo rispetto alle derivate seconde, e indicando perciò con A^^^^ i e 
menti algebrici degli elementi del determinante formato con 

(determinante che supporremo diverso da zero) divisi per il determinante stesso, 

^^ dyrdy.-'^ìklrdy, Z-^\ l S^dy^dy. 

_^Ur| df«_w|;«| ^^ 

se si pone, come si usa ordinariamente, 

(7) ?[;•]-"= IV!- 

Questa formola ha lo stesso aspetto di quella ben conosciuta di Christoff 
non si dimentichi che i simboli che qui figurano hanno però un significato al 
più generale. Cosi per es. le due espressioni del secondo membro, eguagliate fi 
danno nel caso ordinario un'identità, e nel nostro caso daranno invece luogo 
relazione che bisognerà soddisfare insieme alle altre. 
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Ponendo 

I k equazioni differenziali per le funzioni x, p di y^ che trasformano X in 7, sono, come 
' ad caso ordinario : 

Di questo sistema dobbiamo ora cercare le condizioni di integrabilità. Queste sono 
q>resse dalle seguenti relazioni 

u\ ÌÈlL — ^ ììh! — ÌShì 

^^ d>, - d^. ' dy, - dy,' 

Le prime conducono alla relazione che si ottiene eguagliando fra loro i due se- 
condi membri della formola (6), e le altre conducono ad un simbolo a quattro indici 
analogo a quello di Riemann. 

Le prime conducono a 

'■»' c[ivi-r;i>.=ii[r/i-i7ì>- 

k quali, nel caso considerato da Christoffel, restano identiche, e quindi non si pre- 
' sentano. 

Moltiplicando la (io) per 

^hiPht 

sommando rispetto agli indici fc e /, osservando che 

l h ^ 

e ponendo 

[7]-[7]=(".'^ 

SI ha: 

(^ irs. Or = Z Z Z 0*;, b)^PirPisP,. . 

i i h 

relazione che potrebbe anche dedursi direttamente dalla (j). 

Resta cosi introdotto il simbolo nuovo a tre indici (r s, t) che è zero per il caso 
delle forme differenziali quadratiche, e che soddisfa evidentemente alla relazione 

(12) (rs, = -(^r, 0. 
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Le altre relazioni (9) conducono all'introduzione di simboli a quattro indid che 
sono gli elementi di un sistema covariante, come i simboli di Riemann, ma che da 
questi differiscono per il solito fatto che certi indici non sono più fra loro permutabili 
come nel caso ordinario. 

Potrebbe dubitarsi che mentre nel caso ordinario, sviluppando le seconde delle (9)^ 
certi termini si distruggano per la possibilità di scambiare fra loro i due primi indid 

dei simboli ) 1 | , per il caso nostro invece non possano farsi più le riduzioni analoghe; 

ma eseguendo il calcolo si riconosce subito che dò non è, e che i termini di 2° grado 
nelle p si distruggono egualmente, restando nello sviluppo solo i termini lineari e cu- 
bici nelle p. Di qui, con un procedimento come quello tenuto di sopra per trasformare 
la (io), si ottengono, come nel caso ordinario, le formole *) 

(13) ir h tu\ = 11 Z Z07, ^^)xPirPisPuPk. 

i j b k ' 

essendo (r^, Xu)^ una delle due espressioni: 

<-> 4:[v]-è[7]+?(r;i[v]-r/![r]) 

ovvero 

<■« ai:[';]-è[";]+i(i"i[r]-!ri[v])- 

Per distinguerle indicheremo la prima con {rs^ tu) e la seconda con [r5, Xu\\ 
ma è fadle vedere che la totalità delle seconde è la medesima della totalità delle primei 
e propriamente che 
(16) [fi, ìu\=CXu, fs). 

Basta perciò considerare solo le (14)9 trascurando le (15). 

I simboli (r5, fu) soddisfanno, come quelli di Riemann, alla proprietà di mutar 
segno collo scambio fra loro dei due primi o dei due secondi indici, ma non soddi- 
sfanno più alla proprietà di restare inalterati scambiando la prima coppia di indid colla 
seconda; il numero di essi è pertanto doppio di quello dd simboli di Riemann. 

Per la integrabilità del sistema differenziale (8) sono dunque necessarie e suffi- 
denti le relazioni (11) e (13); queste devono cioè rappresentare, come le (2), inte- 
grali delle (8). 

S 2. 

Quali sono le condisdoni necessarie e suffidenti perchè un sistema di relazioni 

^'l-'f« -2.5»! •»1»l/^«l»'l ••-P'VillJ 



QoB relativi, che è inutile ripetere qui, rimandiamo a quanto è contenuto in Bianchi, 
M^ a» ccfif., Pisa, t. I (1902), pp. 7173. 
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in coi le n e le ^ sieno funzioni rispettivamente delle j e delle jc, non simmetriche 
od loro indici, rappresenti un sistema di integrali delle (8) ? 

Queste condizioni sono evidentemente espresse da ciò che, fatte le derivate del 
primo e secondo membro di (17), eliminate le derivate delle x e delle p mediante le 
(8), si abbiano o delle relazioni identiche, o delle conseguenze di (17), ovvero in ogni 
modo dd nuovi integrali (8); sui quali si può poi procedere nella stessa maniera finché 
si debba infine giungere (non potendo aversi indefinitivamente integrali diversi), a rela- 
zioni o identiche o conseguenze delle precedenti, mentre inoltre tutte queste precedenti 
sicDO fra loro compatibili. Se cosi continuando non si giunge a uno di questi due casi, 
le (17) non rappresentano integrali. 

Ora si sa *) che, eseguendo per (17) le indicate operazioni, si hanno le formole cor- 
rispondenti alla trasformazione delle cosiddette derivate covarianti delle » e ^; la sola 
diversità che si presenta nel caso nostro è questa: che tali derivate covarianti sono 
fatte, anziché rispetto alla forma quadratica, rispetto alla forma bilineare, cioè rispetto 
ad un sistema asimmetrico di coefficienti a due indici. 

Nel nostro caso abbiamo pertanto due specie di derivate covarianti, secondochè per 
k derivate deUe p adoperiamo sempre la prima o sempre la seconda delle due espres- 
sioni del secondo membro della formola (6). 

È evidente che k derivate covarianti di ciascuna specie formano da sole un sistema 
antarianUy doè un sistema soddisfacente a relazioni come le (17). 

Inoltre dalle relazioni cui soddisfanno le derivate covarianti di una specie si passa 
a quelle cui soddisfanno le derivate covarianti dell'altta specie, tenendo conto delle (11); 
dado si deduce che, se sono soddisfatte le (11), basterà considerare le derivate cova- 
riand di una sola delle due specie. 

Un'altra osservazione é importante. È ben noto, e si verifica facilmente, che nel 
oso ordinario, la derivata covariante di uno dei coefficienti della forma differenziale 
quadratica é identicamente zero; di qui risulta poi che derivando una relazione (2) si 
ha una identità, e quindi, come si sa, basta che le (2) sieno soddisfatte per i valori 
iniziali delle variabili di una trasformazione che soddisfi le (8), perchè sieno sempre 
soddisfatte. 

Ma per il caso nostro dò non si verifica più : le relazioni che si hanno da (2) colla 
dtrha^^one covariante non sono più identità. 

s 5. 

Le considerazioni fatte nei paragrafi precedenti ci bastano per risolvere il problema 
generale che ci siamo proposti sul principb : trovare le condi:(ioni neussarie e sufficienti per 



•) V. per es. la Memoria di Christoffel, ovvero il primo paragrafo della mia recente Nota: 
Sìd reciproco del teorema fondamentale relativo alle derivazioni covarianti [Rend. 1st. Lomb., s. II, 
¥oL XXXIX <I90Q, pp. 4i4-'4iS]- 
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l'tquivdUn:^a simultanea di due sistemi di forme differen:^iali multilineari, fra cui ve ne 
sia una bilineare. 

Indichiamo con D l'operazione della derivazione covariante di una data specie, in 
rapporto alla forma bilineare, e con DF la forma differenziale multilineare i cui coef- 
ficienti sieno le derivate covarianti dei coefficienti di un'altra forma differenziale muiti- 
lineare F ; se F' è la forma nelle y equivalente alla F (che è nelle x), le relazioni 

DF=DF\ ir F = ir F , ... 

rappresentano l'assieme di tutte le relazioni che esprimono la covarianza del sistema 
delle derivate covarianti prime, seconde, etc. dei coefficienti di F. 

Indicando con G^ e G^ le due forme trilineari e quadrilineari di cui i coefficienti 
sieno quelli che compaiono nelle formole (ii), (15), per la equivalenza delle forme 
bilineari X t Y k necessario che sussistano le relazioni fra x, y^ />, dedotte dalle 

IX=Y, DX = DY, D'X = iyY, ... 

(18) Ìg, = g;, dg^ = dg\, iyG^ = iyG\, ... 

fG^=G;, DG^ = DG\, iyG,= iyG\, ... 

Se queste successioni si intendono prolungate finché si incontrano relazioni le 
quali sieno o identiche o conseguenze delle precedenti, mentre tutte queste precedenti 
rappresentino relazioni fra loro compatibili, allora, per quanto abbiamo detto nel § pre- 
cedente, le equazioni differenziali (8) sono int^abili, e le relazioni risultanti da 

X= Y 

ne sono degli integrali, cioè le due forme date sono equivalenti. 

Se poi oltre le due forme bilineari, sono date tante coppie di altre forme multi- 
lineari $, y); \^^\ y)^*^; ... allora alle relazioni (18) bisognerà ancora aggiungere le altre 



(^9) 1 5(.) ^ ^(i)^ 2)^(1) = 2)y,<^ zy ç<*^ = iy v^ 

e sul sistema delle (18), (19) ripetere quanto si è detto di sopra. 

Possiamo dunque conchiudere: Per la equivalenza dei due sistemi di forme dijjtr 
rennaìi multilineari 

Y, y>, V",... 

è necessario e sufficiente che, proseguendo le successioni (18), (19), si giunga a delle re- 
la^ioìti che sieno identiche conseguente del complesso di tutte le precedenti, e che inól- 
tre tutte queste precedenti rappresentino un assieme di relazioni in x, />, ^, fra loro com- 
patibili, e riducibili perciò ad un numero v[^n (w 4" ^)] ^^ relazioni indipendenti. 

Ciò verificandosi^ se mediante queste v relazioni eliminiamo dal sistema (8) altret- 
tante variabili scelte fra le x e /), otteniamo un sistema di n(n -f- i) — "^ equazioni 
ai dififerenziali totali, completamente integrabile^ e ciò perche restano soddisfatte le 
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G^ = G'.j ^4 = G'^ che sono le condizioni sufBcienti per la integrabilità del siste- 
ma (8) *)- Resteranno cosi arbitrarie solo «(» + i) — v costanti. 

Per il caso di una sola forma differenziale quadratica, le equazioni della seconda 
bea in (18) sono identiche, le equazioni DX = DY^ etc. sono anche identiche, e 
resta quindi il risultato di Christoffel. 



s 4. 

Del problema precedente è caso particolare quello della equivalenza di due forme 
difeenziali complete di 2° ordine. 
La forma differenziale 

soddisfa all'identità 

r*^ = dX^'^ - X^'''\ 

inori X^'*, X**'*^ sono due covarianti della forma stessa e propriamente 

X''''^ = TlZ\iJ\àx,dx., 
essendo 

^'^^- dx.^ dx, ^^'r 

É evidente, tenuto conto della natura covariantiva delle (2), che per la equivalenza 

di due forme X-*\ Y^^\ una scritta nelle x e Taltra nelle y, h necessario ed h sufficiente 

che sieno equivalenti le due altre forme differenziali quadratiche X^*'*^ e I^*''\ e che 

inoltre si possano determinare le costanti della trasformazione che muta X^'''^ in Y^'''^ 

in modo che X^" diventi Y^'^; in tal modo il problema dell'equivalenza di due forme 

differenziali complete di 2° ordine è ridotto a quella dell'equivalenza simultanea di due 

fonne differenziali quadratiche e di due forme di 1° ordine e grado. 

Abbiamo perciò: 

Per la equivalenza delle due forme differenziali complete di 2° ordine X^^^ e Y^^^ i 
neussario e sufficiente che costruendo le successioni **): 

X^«,!) ^ y(M)^ G,= G\, DG^ = DG\, D'G^ = D'G\, ,,, 



*) Vedi per es. la mia Nota : Sopra i sistemi par\ialmcnU integrabili di equaiioni ai differeniiali to- 
tali di f° ordine [Rend. 1st. Lomb., s. II, voi. XXXV (1902), pp. 244-252]. 

•^ Naturalmente G^ è ora la forma quadrilineare i cui coefficienti sono i simboli di Riemann 
relativi alla forma differenziale quadratica X^^'^K 
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esistano diu numeri interi py q tali che le reUv^ni 

sieno identiche o œnseguen^e delie precedenti, mentre tutte le precedenti sieno fra loro : 
compatibili, e riducibili a v relazioni indipendenti. 

Il numero delle costanti arbitrarie della trasformazione che muta X^*^ in Y^^^ h al- ^ 
lora n(n -f- i) — v. 

Consideriamo ora il caso particolare in cui sia y = i e /> = o; propriamente 
supporremo che sia per la forma X^^^ che per la T^^ si abbiano identicamente le re- 
lazioni: 

in cui e' sia una costante; supporremo inoltre che X^'^ e F'^ sieno due diflferenziali 

esatti ( e quindi che sia ^r— * = -:r— ^ -=r— -• = -:^— M, e che indicando con DX}'^ e 
\ dx. dx.' dy^ dyj' 

DF** le forme diflferenziali quadratiche i cui coeflficienti sieno le derivate covarianti 

di quelli di X^*^ e V^ rispettivamente, si abbia 

( DX^'^ = c''X^'^'' 
(21) j DT'^ = c"T'*'^ 

essendo e" una costante. È bene osservare a questo proposito che le relazioni (21) 
sono possibili solo quando X**' e I^'^ sono diflferenziali esatti, perchè in altro caso le 
derivate covarianti dei coefficienti di X'^ e 1^'^ non sono simmetriche rispetto ai loro 
due indici, essendo tali derivate eguali a 

I in cui j / ( è il simbolo di 2* specie di Christoffel relativo alla forma differenziale 
quadratica X''*^, ed è quindi simmetrico in », ;j. 

Quando sono soddisfatte le (20), (21), le due forme di 2° ordine sono equivalenti, 
in forza del teorema precedente ; indicando allora, per un*analogia facile a vedersi, colla 
denominazione di f e 2" curvatura costante i valori delle costanti c\ c'\ possiamo dire, 
come una estensione di un risultato ben noto, che le due forme di 2° ordiru sono equi- 
valenti se i loro covarianti X^'^ e Y^'^ sono differenziali esatti, ed esse hanno inoltre k 
loro prime e seconde curvature rispettivamente eguali e costanti. 

È bene osservare che dal modo stesso con cui abbiamo posto e risoluto il pro- 
blema, come deve presupporsi (analogamente a quanto si fa anche nella ricerca di Chri- 
stoffel) che i discriminanti delle due forme differenziali quadratiche X^*'*^ e F*'*^ non 
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ÎEDomai zero, cod deve naturalmente anche presupporsi che i due covarianti X^'\ F'^ 
(OD sieno zero, ovvero che Io sieno contemporaneamente ambedue. In tale ultimo 
ISO la forma di 2° ordine diventa una ordinaria forma differenziale quadratica, e la 
conda curvatura diventa zero, come si riconosce dalle (21). 

Le forme differenziali quadratiche a curvatura costante sono cosi da considerarsi 
me delle forme differenziali complete di 2° ordine di cui la prima curvatura sia co- 
nte e la seconda sia zero. U teorema della equivalenza di due di esse colla stessa 
rvatura risulta cosi come caso particolare del teorema precedente. 

MUano, aprile 1906. 

E. Pascal. 



AGGIUNTA. 



Nella precedente Nota è detto, alla fine del § i, che il numero dei simboli di 
lEMANX per le forme differenziali bilineari è doppio di quello dei simboli di Riemann 
dinari (per le forme differenziali quadratiche) ; e dovea invece dire solamente « è 
aggiore ». Mi affretto pertanto a rettificare questa asserzione, aggiungendo il calcolo 
reciso del numero di quei simboli nel caso da me considerato. 

Si osserva che la somma 

(r5, tu) + (^rt, us) + {ru, si), 

he è zero per il caso ordinario, non lo è più nel caso nostro ; non esiste quindi più 
dazione identica fra i vari simboli formati cogli stessi quattro indici r, 5, t, u fra loro 
iversi. 

Allora il numero dei simboli distinti del tipo (r5, ri) è -^^ -; quello dei 

[Diboli del tipo (rs, rt) è w(« — i)(n — 2), e infine quello dei simboli a quattro 

... ... . . n(n — i)(n — 2)(w — 3) . . . , n^(n — lY 

idia mta diversi, è — ^^ ^-^ ^-^ —^: onde m tutto si ha — ^^ ^ . 

4 4 

er « = 2 si ha i ; per n = 3 si ha 9; per w = 4 si ha 36, etc. sempre maggiore 
alvo naturalmente per n = 2) del numero dei corrispondenti simboli Riemanniani 

j. . t- 1. L n*(n' — i) 

dinan, che è, come è noto, — ^^ ^. 

' ' '12 

È bene poi anche notare che al principio del § 4 laddove dice natura covarian- 
za delle (2), deve leggersi: natura covariantiva delle X"\ X^''" . 

Milano, 22 giugno 1906. 

E. Pascal. 
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il quale soddisfi alla condizione imposta, altrettanto accadrà per quello, che ha per 
luogo dei centri S stessa, e che è costituito da due superficie S|, S^ parallele rispetd- 
vamente ad S, , S^ , e distanti da queste di una stessa lunghezza h qualsiasi. È facile 
vedere poi, che alla nostra ricerca si può dare il seguente aspetto. Sia data una con- 
gruenza normale C, i cui raggi escano dai punti di una superficie S, e consideriamo 
la congruenza C, costituita dai raggi, ottenuti da quelli di C, per riflessione su 5. 
Supponiamo che avvenga, che i due punti Q, Q' nei quali le superficie medie di C, 
C sono incontrate da due raggi qualunque di C, C uscenti da uno stesso punto P 
di S, sieno simmetrici rispetto al piano tangente di S in P. Si tratta di vedere, in 
quali casi questa proprietà si verifica, comunque deformando S, in modo che trascini 
seco i raggi di C, C, ad essa invariabilmente connessi. 

2. Dall'ultima delle (4) si deduce, che possono farsi due ipotesi; o si ha: 

, ^ cosadVE . da 

(5) — ; ;J^ ^ sen (T ^r- = o, 

oppure : 

(6) VG-^ sen (T cos (T-^^^ — = o. 

^ ^ au du 

Supponiamo dapprima che si verifichi la (5). Allora dalla (2)* e dalla (5) risulta 

che, escluso il caso già considerato di a = o, e Taltro di a = — , nel quale, come 

subito segue dalle prime (4), si ha iST = o, e quindi S, S, , S, sono superficie svilup- 
pabili, parallele, si deve avere necessariamente: 



dt; —dv -^'' 

quindi 9 ed £ devono essere due funzioni della sola u. Cangiando il parametro u^ 
potremo fare £ = i. 

Non rimangono da considerare che le prime due (4), le quali si riducono, te- 
nendo conto dei risultati ottenuti, a queste: 



.-«..,(li^)' = o 



(7) 

K sen' (T — a'* = o, 

indicando con a', a", ... etc. le derivate successive di <x rispetto ad u. 

Introducendo nella prima (7) il valore di K ricavato dalla seconda, e risolvendo 

dlogi/G . 
poi nspetto a — ~ , si trova : 

ç^y d\ogVG ^^ 2<i' 



du sen 2 a ' ^ 

3. Prendendo in questa dapprima il segno più, e int^ando, si ottiene : 

/G = t|/(v)tang<x, 
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v) funzione della sola v. Cangiando il parametro v^ potremo fare: 

y G = tangcx. 
ìkhè si ha: 

«._ I aVG 

VG du' ' 
nendo conto della (8), la seconda delle (7) si riduce a questa: 

(x" I -|- sen* (T , 

— r = ' ^\ 

a sen (x cos a 

naie integrando, e passando dai logaritmi ai numeri, si trae l'altra : 

Cd' sena = cos' a, 

.ostante arbitraria. 

5 deve dunque essere applicabile sulla superficie di ruotazione, il cui elemento 

è dato da : 

di' = (i u* -f- tang* <x dv' , 

lendo conto della (9), può anche scriversi: 

. , e' sen' a , . , ^ j » 

ds" = 2 — àa' + tang* adv*; 

cos^d ' ^ 

opportuno ricordare, che <x rappresenta l'angolo di inclinazione dei raggi della 
enza, sulle linee v, deformate dei meridiani. L'elemento lineare (io) si identifica 
elio ordinario della superficie di ruotazione attorno all'asse ;(, avente per curva 
na quella di equazione :(= ^(f), che è dato da: 

o: 

v, = -7- , r = k tang <x, 






costante arbitraria. Facendo in queste relazioni k = c^ dall'ultima di esse si 
, tenendo conto della precedente, che: 

adiamo dunque che l'elemento lineare di S è dato anche da: 

ds' = -rK-idr'4'r'dv\ 
r 4" ^ 

facile vedere che questo appartiene alle evolute delle superficie a curvatura co- 
positiva, ^:uale ad —3-. 

Se nella (7)* prendiamo il segno meno, si trova, integrando, e cambiando il 
tre Vy che: 

l/G = cot <x. 
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Ora, tenendo conto di quest'ultima, e della seconda ddle (7), cdilo stesso prooe- ' 
dimento usato per il caso precedente, troviamo che: 

(x' = e sen' a, 

con e costante arbitraria. In questo caso l'elemento Kneare di 5 è dato da: 



ds^ :=- -f-C0t*<Trft^*, 

c'senS^ 



ossia è quello del paraboloide di ruotatone attorno all'asse 7^ la cui curva meridiana 
ha l'equazione : :( = - — . Per 
sulle linee v, si ha la formola: 



Ci 

ha l'equazione : :( = - — . Per l'angolo di inclinazione a dei raggi della congruenza, 
2 



I 

r = — cot (T. 

e 



Il risultato ottenuto era prevedibile a causa del noto teorema di Guichard, rdar 
tivo agli inviluppi con le due falde ad area minima, i quali soddisfano evidentemente 
alla condizione fondamentale (i). 

5. Supponiamo ora che si verifichi la (6), la quale può anche scriversi eoa : 

d log 1^ d log tang <x 

du du ' 

Da quest'ultima, integrando, e cambiando opportunamente, ove occorra, il para- 
metro v, si deduce che si può fare: 

YG = tang (T. 

Tenendo conto di questa, si vede che le prime due delle (4) sono identidie, ri- 
ducendosi all'unica: 

, N ET 1 dlogl^Sdd , sen(T/d<x\* 

(11) Asen'cx ^ — -:r-cos^(T r-|^r-| =0. 

^ ^ dv av E \du/ 

Vi è poi da tener conto della (2), la quale ci dice che è: 

yiÈcosa = ^(u)y 

essendo ^{u) una funzione della sola u. Scegliendo opportunamente il parametro u, 
potremo fare dunque : 

coscx 
Troviamo cosi che l'elemento lineare di S è dato da: 

(12) ds^ = — 5 — f- tang'cxdv*. 
^ ^ cos a ' ^ 

Avremo quindi: 

sena Ldw \cos<i d«/ dv \cos<x dv /j 
e la condizione (11) si ridurrà con semplice calcolo all'equazione alle derivate parziaE 
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Od secondo ordine per <r : 

(iir ^(tang <r|f ) + ^ (tang <r|f ) = o. 

È chiaro che ad ogni integrale della (ii)* corrisponde una congruenza normale 
ddla spede voluta, i cui raggi partono dai punti di una superficie S, di elemento li- 
neare (12), con una inclinazione, sulle linee Vj eguale a d. Se si pone T = log , 

e si prende nella (11)* t per nuova funzione incognita, si trova per essa l'equazione 
& Laplace: 

Ad ogni int^ale di questa corrisponde dunque una congruenza normale della 
sptàc voluta. 

Se vogliamo che S sia applicabile su una superficie di ruotazione, e che le linee 
V seno le deformate dei meridiani, dovremo supporre <i funzione della sola u, e al- 
lora la (11)* diverrà: 

<t" sen d cos (X -)• gt'* = o, 

dalla quale si trae, integrando : 

ca' = COt<T, 

œn e costante arbitraria. L'elemento lineare di 5, sarà dato dalla (12), la quale, a 
causa della precedente, può scrìversi cosi: 

j . c'sen^d , , , 2,2 

cos^ d ' ^ 

e questa coincide con la (10). Troviamo dunque di nuovo la soluzione del n°3. Pos- 
siamo quindi asserire, che, se alla condizione fondamentale imposta si aggiunge quella, 
die S sia applicabile su una superficie di ruotazione, e che le linee v sieno le deformate 
dei meridiani, si ottengono come soluzioni unicamente le congruenze dei n' 3 e 4 
per le quali 5 è: o l'evoluta di una superficie a curvatura costante positiva, o una 
supafde applicabile sul paraboloide di ruotazione. 

• Bra, aprile 1906. 

Umberto Sbrana. 
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SU UN TEOREMA DI KRONECKER DELLA TEORIA DEI DETERMINANTI 
Nota di Onorato Nioooletti (Pisa). 



Adiuumsfl del 13 maggio 1906. 



Nelle Memorie : tf Bemerkungen :^ur Determinantentheorit j» e <r Über einige Anwen- 
dungen der Modulsysteme auf elementare algebraische Fragen * *), il Kronecker ha dato 
due dimostrazioni distinte del teorema (che si suole dire di Kronecker): 

« Condizione necessaria e suflSciente perchè una matrice di m righe ed n colonne 
« abbia la caratteristica r, è che sian nulli tutti i minori di ordine r -f- 1 ottenuti orlando 
« un determinato minore di ordine r, diverso da zero, della matrice ». 

La seconda delle dimostrazioni ricordate è dedotta dalla teoria dei sistemi di mo- 
duli di funzioni razionali intere in più variabili, e, secondo Kronecker, dà il vero signi- 
ficato del teorema in questione **). 

Comunico, nelle pagine seguenti, un*altra dimostrazione dello stesso teorema, ancora 
dedotta dalla teoria dei moduli delle funzioni razionali intere, affatto diversa da quella 
di Krokkcker e forse più semplice; mentre infatti la dimostrazione del Kronecker è 
fondata in modo essenziale sul teorema della composizione delle matrici, quella che 
segue si fonda invece soltanto sulle prime proprietà dei determinanti, fino allo sviluppo 
di un dcicrnìinante secondo gli elementi di una sua linea. D metodo tenuto nella di- 
nìostrazionc conduce insieme ad alcune osser\'azioni, che mi sembrano degne di noa 

I. Si abbia una nìatrice di m righe ed n colonne 



(I) (^) = |aj= '*" 



a„ «„ . . . a, 
a. 



\*= I, 2, ... m/ 



i cui elenìenti rt,^ pensiamo conìe altrettante variabili indipendenti. 

Una matrice (^A*) di m righe ed w colonne si dirà derivata dalla (^), quando si 
ottenga da questa con un numero finito delle seguenti operazioni elementari: 

i) scambiando tra loro due linee parallele; 



KrohbcxbrV fFirkê, Bd. I, S. a)8-a)9, und Bd. IH, S. 168-170. 
•0 IWdcm, Bd. Ill, S 170. 
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2) moldpIicaDdo gli elementi di una linea per una quantità py che appartenga al 
campo d'integrità determinato dalle variabili ö.^ (sia cioè una funzione razionale intera, 
a coefficienti interi, di queste variabili); 

3) aggiungendo agli elementi di una linea i corrispondenti di una linea parallela *). 
Consideriamo il modulo formato da tutti i minori di ordine k della matrice (^, che 

indicheremo brevemente col simbolo (-^**). 

Sia (A.) (f z=: I, 2, 3) una matrice derivata dalla (^) colla operazione elementare 
i; si avrà subito (indicando col simbolo c>o l'equivalenza di due moduli) : 

e se, più generahnente, daUa matrice ÇA) si passa alla (^'), moltiplicando la riga l per 
/>!, b colonna s per q^ (con p^ y, appartenenti al campo d'integrità delle variabili a-^) 
e con un numero qualunque (finito) delle operazioni elementari i) e 3), si avrà an- 
che, per qualunque k: 

(2) (^'<'0 ^ o [mod (^*>)], P 2(^*0 = o [mod (^A'^'% 

eoo 

a. Poniamo ora: 



Ö) <: = 



a. 



a. 



^.i' = 



♦l* 






\k 



(«=:r4- 1, ... m\ 



ed osserviamo subito, con Kronecker, che il modulo dei minori A^/jj , che evidente- 
mente contiene il modulo formato da tutti i minori di ordine r -j- i della matrice (i), 
hail rango p = (m — r)(n — r), in quanto ciascuno dei minori A^^jj contiene un ele- 
mento, a-j^j che non figura negli altri. 

Moltiplichiamo poi nella matrice (i) la riga i (per t = r+ i, ... m) per A^l^l ed 
aggiungiamovi le prime r righe moltiplicate ordinatamente per i complementi algebrici 
ia,^, a^4, ... a^i^ in -4^^ (che dipendono solo dall'indice i); otteniamo una matrice 
(/) derivata dalla ÇA) : 



(4) 



(^0 



a a 



u ... a 



a a 



o A""^ A^ 



r,r-*-2 
dir) 



... a, 

. . . A^:l 



r-*-2,r-ht r-*-i,r-i-2 ' * * r-*-2,n 



ir) 



^ . . . O A^^^_^^ ^m,r+2 • • • -^m.n 

Ogni minore di ordine r -j- i della matrice ÇA') contiene almeno una riga, che non 



•) Cfr. E. Pascal, DeUrminanH, p. 254. 
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è delle prime r: appartiene quindi al modulo dei minori Ä{J^, D'altra parte, ogni minore ^ 
di ordine r+ i della matrice (^, moltiplicato per \Äl\y'^\ appartiene al modulo (tó- 
minori di ordine r -j- i della (-4'), e, pel teorema di Laplace, ogni minore di ordine - 
r -f- ^ (con ^ ^ i) della (^A) appartiene al modulo dei minori di ordine r -j- i della 
matrice stessa. Ne segue che si ha identicamente la congruenza 

(5) K';r(^'-")^0 [mod^;;], a^i;. = r+i....«;* = r+i,....); 

si ha cioè il risultato stesso ottenuto da Krokecker nella seconda delle dimostrazioni 
ricordate, e che contiene in sé il teorema enunciato in principio. 

Ne deduciamo anche, con Kronecker, che per ^=i il modulo (^''"^*^) di tutti i 
minori di ordine r -j- i della matrice (^Ä) contiene, oltre il modulo di rango ? formalo 
dai minori -^[^ , anche il modulo di rango più elevato che si ottiene aggiungendo ai 
minori A\'^ il determinante A'I]. 

È chiaro poi che, invece di operar sulle righe, avremmo potuto, in guisa affatto 
analoga, operare sulle colonne della matrice {A); come anche è evidente, per la (2), che, 
se uno dei due numeri m — r, n — r è minore di r-f-i, insieme colla (5) si ha l'altra 
congruenza (supposto, ad es., m^n): 

(5') j<.'r'.(^-") = [mod^;;], (,^i, i = r + l,...m: k = r+i,...n). 

3. La trasformazione della matrice (^A) nella (^') conduce ancora ad una osserva- 
zione notevole. 

Consideriamo per questo le matrici associate di rango s (^abgeleitete, secondo Kro- 
necker) *) delle matrici (A) ed (^4'), formate cioè coi minori di ordine s delle due 
matrici, disposti in ordine conveniente, ed indichiamole brevemente coi simboli [A'^\ 
[A^'^]. Come la (A) dalla (A\ cosi anche la matrice [A^'^] può pensarsi come derivata 
dalla [A^'^] con una trasformazione perfettamente determinata [composta di un numero 
finito delle trasformazioni elementari 2) e 3)], nella quale i moltiplicatori delle singole 
righe sono tutti uguali ad una potenza conveniente del determinante A^p^^ non maggiore 

di {<'{'• 

Sia ora dapprima 5 > r. Per il teorema di Laplace, è chiaro che ogni elemento 
della matrice [A^'^] appartiene al modulo dei minori di ordine r-f-i della matrice [A\\ 
cioè rispetto a questo modulo la matrice [A^'^] ha, per ^ > r, caratteristica nulla. 

Sia invece 5^r ed insieme colla [A^'^] consideriamo la matrice [A^'^]. 

In questa le prime < M righe sono formate coi minori di ordine s della matrice 
delle prÌ7ne r righe di (A) o di (A) [ed in questa matrice parziale le prime (^) 
colonne contengono tutti e soli i minori di ordine s del determinante Ap^]; qualunque 



•) NiCCOLETTi, Sulle matrici associate ad una matrice data [Atti della R. Accademia delle Scienze 
di Torino, voi. XXXVII (1901-1902), pp. 655-659J; ed anche: Kronecker-Hensel, Vorlesungen über 
die Theorie der Determitianten (Leipzig, Teubner, 1903), I. Band, S. 319. 
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aitiD minore di ordine s della (^') contiene almeno una riga che non è delle prime r 
ed appartiene quindi al modulo dei minori A^^^. Consideriamo allora nella matrice [A'^'^] 

3 minore delle prime ( M righe e colonne, che indicheremo col simbolo AQ^ : qua- 
lunque minore di ordine ( ^ ) + i della [A'^% ottenuto orlando il determinante A(r^ 
con una riga ed una colonna, apparterrà al modulo dei minori A^^^. Ma, d'altra parte, 

M -f- 1 della [A'^'^]j moltiplicato per A^i , 

appartiene al modulo dei minori di ordine ( ^ ) + i ora ricordati, e quindi anche qua- 

lonque minore di ordine ( j ) + ^ d^H^ [^'^'^]y moltiplicato per A^'^(^ appartiene al 
modulo dei minori ^.J^ 

Ricordiamo che, per la (2), qualunque minore di ordine ( j ) + ^ della [A^'^] , 
moltiplicato per una conveniente potenza di A^p^j appartiene al modulo dei minori di 
ordine (j) + ^ della [A'^'^]^ ed osserviamo insieme che il prodotto del determinante 
A/r\ per l'analogo di ugual ordine A^ ^ x (formato coi minori di ordine r — ^ di 

A^^ m ordine conveniente) è uguale ad j-^^,')}^''^ *); ne segue infine che: qualunque mi- 
nore di ardine (^j -f"^ 0^^) ^^''^ matrice [^^''], moltiplicato per una conveniente pò- 
ten^a \A^p^\^' del determinante Al\^ appartiene al modulo dei minori Ali . 

4. D risultato precedente può completarsi al modo seguente. Consideriamo nella 

matrice \Ä*^\ il modulo formato dai suoi minori di ordine (j)- Ve ne saranno 

alcuni, i quali proverranno da un determinato minore di ordine r della matrice {Ä) 

come ad es. : il minore delle prime {j\ righe e colonne dal determinante Ä'^, Ab- 

Mamo già osservato al n° 3 che il prodotto di un tale minore, pel determinante di ugual 
ordine, i cui elementi sono i minori di ordine r — 5 dello stesso determinante, da cui 

fl minore è derivato, è uguale alla potenza {J\ del minore primitivo ; o in altre pa- 
role : qualunque minore di r della matrice (-4), elevato alla potenza ( ? appartiene al 
modulo dei minori di ordine ( M della matrice associata [A^ ^]. 

Si supponga ora, in particolare, di dare alle a.j tali valori che la matrice (A) abbia 
la caratteristica r e sia insieme A^^ ^ o; dal teorema dimostrato al n*' 3 segue allora 

che la matrice associata [A}'^] ha una caratteristica non maggiore di ( ^ ) . Se inversa- 
mente le fl.j hanno tali valori che la matrice [A^'^] abbia una caratteristica minore di 
( j ) j P^r ^ teorema superiore la matrice primitiva A ha una caratteristica minore di r ; 



*) Cfr. Kronecker-Hensel, loco citato, pag. 330. 
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dunque: dMa r la caratteristica della matriu {J[% la matrice associata [^'^] ha la conrk 
teristica (^). 

Otteniamo cori un teorenia, gii da me dimostrato per altra via *), ma che odi 
figura come contenuto nelle relazioni identiche notevoli che i teoremi dei n* 3 e 4 pw 
gono tra i minori della matrice (^A) e quelli dell'assodata l^'^]- 

Pisa, li 18 aprile 1906. 

Onorato Niccoletti. 



•) Cfr. Niccoletti, Nota citata. 
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m MOTO D'UN LIQUroO INDEFINITO CON UN FILETTO VORTICOSO 

DI FORMA QUALUNQUE. 

Memoria di Luigi Sante Da Bios (Padova). 



Adiuunu del 37 maggio 1906. 



§ I. — Introdiizione. 

Si abbia un liquido perfetto ed incomprimibile, esteso indefinitamente da tutte le 
m. Durante il movimento, che prenderemo a considerare, in esso non agiscano che 
ne derivanti da un potenziale; d*altro canto supponiamo che vi esista già una certa 
smbuzione di vortici, formatasi per l'azione di forze non conservative. 

Indicando con: 

/, il tempo; 

*> y y Ky ^^ coordinate d'un generico punto P nel liquido; 

tt, V, u/, le componenti della velocità W in P; 
con pj qj r le componenti d'un generico vortice per le quali sappiamo essere : 

dw_ dv 

V I du dtu 

dv_ du 

le equazioni del moto si possono presentare sotto la forma: 

du , . df 

Jove abbiamo designato con /, la funzione : 

tolde : t7 il potenziale (unitario) delle forze attive, n la pressione divisa per il valore 
»sunte della densità dei liquido. 
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Varrà poi l'equazione di continuità: 
, V du . dv . dw 

Supponiamo di porci nelle solite condizioni, in cui si tratta di determinare il mo- 
vimento, essendo assegnato lo stato di moto iniziale e il campo di forza. Dacché per 
ipotesi la massa liquida è indefinitamente estesa, non è da tener conto di alcuna con- 
dizione ai limiti. È lecito perciò riguardare la 11 e con essa la /, come un elemento 
ausiliario a priori affatto indeterminato (e che si potrà poi valutare in base ai dati del 
problema). Si è cosi naturalmente condotti ad eliminare Tausiliaria / tra le (2), ciò che 
dà luogo alle equazioni: 

dp t dp , dp .dp du ^ . du , du 

/ \ ) ^9 Ì ^9 Ì ^ì ì ^9 dv . dv . dv ^ 

dr , dr , dr , dr dw , dw^ , diu 

perfettamente sostituibili alle (2), in quanto il loro sussistere è condizione necessaria e 
sufficiente per l'esistenza d'una funzione /, che verifichi le (2) stesse. 

Ricordiamo ancora che, nell'ipotesi assunta d^un liquido incomprimibile, indefinita- 
mente esteso, animato da movimento ovunque regolare, la distribuzione dei vortici ad 
un dato istante determina univocamente quella delle velocità, relative al medesimo istan- 
te *). Lo stato di moto del fluido può dunque ritenersi caratterizzato dal campo vet- 
toriale (p, y, r). D'altra parte, noto questo campo in un dato istante t^ [con che per 
l'osservazione fatta sono da ritenersi conosciute tutte le sei funzioni p (jc, y, :(, O) • • • > 
<*(^> yj K3 ^0)5 • • •]> ^^ (4)> fattovi t = t^j definiscono, in ogni punto jc, y, :^ le deri- 

^^^ df ' di' dT' ^ "^^^^^ ^ "^^P^ ^^^ ^^^^' V'^d^^^' ^+ df "^^^ ^■'"dT'^V 
nell'istante t^'\' dt^ immediatamente consecutivo a ^^ . A partire da quello, si ripetono 
analoghe considerazioni; e cosi, intuitivamente, si è tratti a concludere che la distribu- 
zione iniziale dei vortici determina univocamente, in virtù dell'equazioni idrodinamiche, 
lo stato del campo (p, q, r) e quindi quello del moto del fluido, per qualsiasi L Va 

notato in particolare che, se le vy > S* > 37 ^^^^^^ ^^ ^^^ ^^^ (4) ^^ annullano, 

il moto risulta permanente e reciprocamente. 

^\b premesso, imaginiamo, nel liquido indefinito, la presenza d'un solo tubo vor- 
trasversale cosi piccola da poterlo assimilare ad una linea L, che sari 
indefinitamente. Il teorema di Helmholtz ci apprende che le particelle 
t, è costituita nell'istante iniziale, formano una linea vorticosa in ogni 
tendo nella parte rimanente del liquido il movimento irrotazionale. 

IL, TraUà il Mécanique rationneìky V III, pag. 413 e segg. 
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Tutto è dunque ricondotto a ricercare la legge con cui si sposta e si deforma la linea 
vorticosa. Tale sarà appunto l'oggetto del nostro studio. 

Troveremo che la velocità limite d'un generico elemento ruotante Q è normale al 
piano osculatore della linea vorticosa in (2 e proporzionale alla curvatura. Passeremo 
quindi a stabilire le equazioni generali che presiedono alla variazione nella forma intrin- 
seca della linea stessa, risolvendo così virtualmente il problema del movimento cui va 
soggetto il vortice lineare. In base a quelle, determineremo poi alcuni tipi di vortici che 
si spostano rigidamente attraverso la massa fluida. 

§ 2. — Espressioni delle componenti u^ v^ w. 

In un liquido indefinito, si abbia, come dicemmo, una sola linea vorticosa L, tale 
che il vortice sia, in tutti i punti della stessa, sempre d'uguale grandezza (o *). Fissiamo 
un punto generico di L ed assumiamo come sistema di riferimento la terna x, y^ x. 
costituita dalla tangente, normale principale e binormale in alla curva. Le direzioni 
positive degli assi x, y^ x^ sieno rispettivamente : quella del vortice co, quella rivolta verso 
la concavità di L, quella che, associata alle due precedenti, rende la terna destrorsa. 
Indichiamo con Ç, tq, X, le coordinate dei punti ß di L, e con x, y^ x. quelle d'un punto 
generico P non situato su L, cosi da avere: 



Le E, Ti, ^ saranno a ritenersi funzioni dell'arco s di L, che supporremo contato, a par- 
tire da O, positivamente nel senso delle x crescenti. 

Le componenti della velocità in un generico punto P(x, y^ x) saranno **): 



I 



I . r(-.)24-(^-ö^ 



u = — / ds, 

0, (,^^, «-o^-«-é ,^ 



27C 






0. f (^-^)?7- ^^->)j7, 

tu = — f ; ds. 



I coseni direttori della tangente in un punto generico della curva L, essendo ri- 
spettivamente : 

di dn dK 



ds' ds' ds 



? 



•) Più predsamente, se si riguarda la linea L come limite di un tubetto vorticoso infinitamente 
sottile, CD non è altro che la wmi-intensità del tubo, cioè il limite del prodotto della sezione retta per 
la intensità del vortice molecolare. 

•*) Appell, L c, pag. 63 e 421. 
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e quelli della normale principale: 

_L^ _L^ 2-^ 

e ds'' e ds'' e ds'' 

dove e ìndica la curvatura in quel punto, avremo per l'origine evidentemente: 
\ ds ~ ^ ds ~ '^ ds ~ ^' 

\ e ds^ ~^^ e ds* ~ ^ e ds* ~^' 

Allora, applicando alle funzioni $(j), 71(5), C(0 lo sviluppo del Taylor arresuto 
al terzo termine e tenendo conto delle (6), potremo scrivere: 

(7) U(.s) = cÇ-{-s'^, 

dove 9, Ì5 Z designano funzioni di 5, che dipendono dalla natura della linea L, ma 
di cui a noi basu ritenere che sono finite e continue nell'intorno di i = o. 

§ 3. — Deduzione di alcune disuguaglianze. 

Abbiamo : 

Detto £ il raggio vettore del punto P(jc, y^ ^^ *> (^5 Ï * coseni direttori di e, 
sarà : 

(8) N=«P, 

cosicché, sostituendo nella precedente espressione questi valori di Xj y^ :(^ t i valori (7) 
di $, y), C, Otterremo: 

— 2tCLS t^CS* 2tS^(cL(f -j- P4/ + YX) + •'• 

Posto : 

(9) |-^(2? + ?'5* + -^ + ^^+ + ^'f + ^'x')-"(ac + ß^ + YX), 

(io) y = S* -^t* — 2tOLS — CZ^S* = (l — CZ^)S* — 2Z0LS -f 6*; 

avremo ancora: 

r' = A' + 5'|. 

Studiamo ora il comporumento delle tre quantità : —, — , — ^ TT ^^ decre- 
scere di s ed s. 
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Rappresentiamo in un piano le due variabili (indipendenti) |5| ed e. Trattandosi 
di valori essenzialmente positivi, il campo di variabilità da considerare si riduce al primo 
quadrante. Introduciamo anche le coordinate polari p e Sr ed avremo : 

l^l = p cos 2r, 



' g ^ p sen 2r 

i quali valori, sostituiti nell'espressione (io) di 1% porgono: 

(io') a' = P*[i ip a sen 2 à — e e ß cos* ä], 

dovendosi in If! a sen 2 2r adottare il segno superiore o l'inferiore, secondochè 5 è posi- 
tivo o n^advo. 

Ciò premesso, conveniamo di far variare P in modo che esso, pur avvicinandosi 
ad 0, rimanga costantemente esterno ad una superficie conica K avente per asse la 
tangente in e un'apertura comunque piccola, ma finita. Sono allora giustificate le 
considerazioni seguenti : 

a) Quando il raggio vettore e = OP si prenda inferiore ad un limite determi- 
nato, il coefficiente di p' in (io') sarà evidentemente positivo e tale da potersi deter- 
minare una costante h in modo che esso sia sempre maggiore di -rr • Allora, sotto la 
restrizione suddetta, comunque varino |^| ed e, avremo : 

A ^ p 

b) Essendo : 



=:p'[i I}Iasen22F — zc cos* ^ + p cos' ä ; 

= p^ [i qi a sen 2 5 -f- cos* ;5 ( — ^ ß e + li 0] > 
il coefficiente di p*, in quest'ultima espressione di r*, sarà positivo, e si avrà chiara- 
mente : 
(12) I q: asen 2:5 + cos* :i(- c^t + ^5) >(i — a) - (||||5| + ce). 

Consideriamo nel piano |^|, e, la retta g definita daU'equazione : 

(15) \B\\s\ + ct = L 



2 

Questa retta divide il quadrante rappresentativo in due parti : l'una (triangolare) 
contenente l'origine, l'altra indefinita. Per i punti di quest'ultima parte (inclusivi anche 
i punti situati su ^), p non può scendere al disotto di un certo limite p^ , dove p^ rap- 
presenta la distanza di g dall'origine. Si noti ora che, ferma la restrizione, di cui sub 
j), e quella preliminare che P sia esterno al cono K (mentre^ nelle vicinanze di 0, la 
linea L, che si suppone naturalmente senza nodi, rimane interna) il detto punto P può 
avvicinarsi indefinitamente alla linea L, solo tendendo verso 0. D'altra parte, finché p 
è ^ Pq, uno almeno dei due punti P(a-, y^ :() e 2(;, r,, C) resta a distanza finita da 0. 
Ne viene che il limite inferiore di r =: P Q deve essere una quantità r^ > o. Sarà 

Rmd. Circ. Mat€m. Palermo, tomo XXII (1906). — Stampato il ai giugno 1906. 16 
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' f ^ 

GnvoMndo di Unnuni a valori di i e <fi Jsj nan snpoiari ad mu hmgjiczafia 
(c dd icsu> qaahmqw) 2, avreow: 



p = t',' + .*</ï?, 
e per oooaegnenxa : 

KAASIffA <|UÌIhI| UD2. CtWtlülUt m^ , pCT Cm 

»^ p ■ 

Se prendiamo un punto oelPaltra rcgioDe, essendo alkxa: 

l|IW + «<^-=^, 

avremo per la (12): 
da cui: 



In definitiva chiamando k h maggiore delle tre costanti b, k^^ e \f , 



avrà per qualunque |jt ed e 

, k 

^ ^P • 

c) Si ha identicamente: 



TT— 1^-(t A/Vr' +rA+ A* ) " r A(r + A)L r* +rA+A'J- 



Ma essendo: 



UI = p cos :îy, 
e potendosi, in seguito alla (ii), porre la (9) sotto b forma: 

I ^ resta finito al convergere di p a zero, avremo ancora : 

j i_ _ __ p^ cos^ 3 ^ r j^ 4. J_ 4. J_l 

7^ A' ~ rA(r + A)Lr' "*" rA"*" A*J- 
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Di qua, tenendo conto della (14) e della 






I 



che ne è cons^uenza immediata, si ricava la disuguaglianza 

I 



I 



ossia: 

(15) 



— «•'▼' p p 2p p' ' 



I 



^T' 



u 3*' 



avendo indicato con F una nuova costante (il prodotto dì ^ — per il limite superiore 
dei valori di |(|ß|, che, come abbiamo osservato, è una quantità finita). 



§ 4. — Considerazioiii sul calcolo di u^ v^ tu 
per un ptmto vicinissimo alla linea vorticosa. 

Scaliamo sopra la linea L due punti ß^, Q^ da bande opposte rispetto ad 0, 
e tali che le lunghezze d^li archi siano entrambe uguali ad / (con che / è da ritenersi 
una costante positiva). Sia poi A ciò che rimane della linea L, quando le si tolga il 

tratto 0.0 0,- 

Le espressioni (5) di Uj v, tv si possono anzitutto scindere in due parti: 

!u = u^ +«,, 
«/ = «;, + «;,, 

rappresentando i primi addendi il contributo proveniente dall'arco ß, ß, > i secondi 
quello proveniente da A, contributo che resta finito, anche quando si faccia avvicinare 
indefinitamente P ad 0. 

Ricordiamo adesso che dalle (7) ed (8) si ha: 

i — x= s —tct +s^<fj 

71 -y= _gß + c— + 5'^, 



£1 

äs 
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talché, in base alfe (ii), è lodto scrìvere: 

o:-o^-(5-*)j7 = -«Y+p'*., 

dove 4>j , 4>j , 4>j restano finite anche al convergere di e a zero. 

In u^j v^j w^ le funzioni sotto il segno sono, a norma ddfe (5): 



Usufruendo la prima delle disuguaglianze (14), — < — , e la (15), 



<f- 



si riconosce immediatamente che le dette funzioni sotto il segno difFerìscono da : 

tycs 

_il 
Ai ' 

e iCLCS + tp 

2 ' ^ 

A' 

per quantità, che restano finite anche quando P (conservandosi beninteso esterno al 
cono K) si avvicina indefinitamente ad 0. 
Se dunque si pone: 



(.6) < ' = -'rf__^'>'. 



£ 



i 



A' 

6) ^ 6> 



si DOtri pur asserire che si mantengono finite le differenze u A, v B, 



C; lo stesso avvenendo, come è stato osservato, per u,, v,, «;,, si potrai 

2ir 

5 attribuire alle (5') la forma: 



m- 
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con Uj Fj fF finite anche al convergere di P verso 0. 

in Aj B, C figurano invece, come vedremo, dei termini, il cui valore tende a 

crescere indefinitamente. Per P abbastanza vicino ad 0, questi termini assintotici pre- 

pooderano sugli altri, e bastano da soli a mettere in rilievo i caratteri sensibili del 

mocD: in questo senso è lecito trascurare £7, T, fF e tutto ciò che, nelle espressioni 

(fi Jj Bj Cj resta finito al convergere di e a zero. 

§ 5. — Calcolo della componente u. 

Nella prima delle (16) mettiamo in evidenza il punto critico 5 = 0, scrivendo: 

Se si cambia s in — 5 nel secondo integrale, e si designa con : 

A'' = ^(i — ceß) + 2ta5 + c% 

dò che diviene A* quando si cambi ^ in — 5, o ciò ch*è lo stesso a in — a, Tespres- 
âone di A diviene: 



A = ycf\s{±,-±,)ds 



Osserviamo anzitutto che il trinomio di secondo grado in s: 

ha per discriminante e^D, designandosi per brevità con D la quantità (essenzialmente 
poàtiva per e abbastanza piccolo e P estemo al cono UT, di cui al n° 3): 

I— a^ — ceß. 
Le radici a, b del trinomio A' sono dunque a ritenersi complesse coniugate. 
Occupiamoci del primo addendo della funzione sotto il segno integrale nell'espres- 
sione di Aj ed imaginiamolo sotto la forma: 

tycs 

A • 

Decomponendo la frazione ' in frazioni semplici, saremo condotti a calcolare 
gl'int^alì : 
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Applicando le note formole d'integrazione, il primo di questi, ad esempio, presenta, 
dopo facili semplificazioni, l'espressione: 






dove M è una costante complessa, espressione cui compete valore finito anche per e = o. 
Ad analogo risultato (di valore complesso coniugato, e quindi finito) noi arrive- 
remo calcolando l'integrale: 

r' ds 
Jo (is-b)^' 

Nello stesso modo si comporta l'altro addendo ' ^ . 

Ad ^ spetta dunque un valore finito, e nel senso convenuto, sarà a porsi: 



1* = o. 



§ 6. — Calcolo della componente v. 

Procedendo come precedentemente, avremo: 

— ì::^=--x'(^-.-)- 

Tenendo presente che e*Z) rappresenta il discriminante cosi di A* come dì A'*, si ri- 
cava da note formole di calcolo integrate: 

Ora per 5 = 0, 

A = e = A', 

per cui la parte, relativa al limite inferiore si annulla. Resta quella relativa ad s = l 
Per questo valore di 5, né A, né A' s'annullano, riducendosi entrambe ad / per e = o. 
Ne viene che, entro parentesi, ciò che non si annulla con £ (anzi, più propriamente, 
ciò che non contiene £ a fattore) si riduce a 2. Rimane dunque, a meno di quantità 
che restano finite al convergere di e a zero, 

^ tD' 

Ma è ancora lecito sostituire a D il suo valore per e = o, cioè: i — «* (perchè la 

differenza -^ ^ contiene e a fattore e non reca quindi alTespressione dì B 

che un contributo finito). 

D valore assintotico di B assume cosi la forma semplicissima: 

e(i —a')' 

cui corrisponde, in base alla (5'): 



V = 



£7c(i — a*) ' 
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§ 7. — Calcolo deUa componente tv. 
Per valutare Tint^aie: 

^=L ^^ ''' 

decomponiamo anzitutto il rapporto: 

■jcs^ — toLcs + e(i 

in frazioni semplici. 

Allora, la funzione integranda si presenta come somma di tre addendi: 

2(1 -.sß) [r=^-^'y [^-2(i-ce^)]' 

L'integrale corrispondente al secondo addendo si comporta come VAy di cui al 
D^ 5, ed ha quindi valore assintotico nullo. 

D terzo addendo dà luogo ad un integrale, che differisce da B solo per il fatto, 

che vi compare come fattore : ß ^ ^ al posto di y. Facendo questa sostitu- 
zione nell'espressione assintotica trovata per 5, e omettendo la parte finita ^ ^y ^^ , 

abbiamo per C im primo termine assintotico: 

2ß 

2(1 -aO- 
Un secondo proviene dall'integrale: 

2(i-.Eß)y_,X = 2(i-ceßU (X"Ä^)^'' 
ed è: 

— ^Ig«, 

come si verifica immediatamente eseguendo l'integrazione indicata. 

Risulta dunque: 

C = -7 pr — Clgty 

£(i — a ) ^ ' 

e per conseguenza: 

(Oß (ùC , 

w = 7 — - — 7^ k e. 

£7c(i — a') 2w^ 

§ 8. — Discussione sui risultati precedenti. Immediate conseguenze. 

Nei liquidi reali non si può naturalmente parlare di vortici lineari in senso geo- 
metrico; ma di tubetti vorticosi di piccola sezione; per esempio di superficie canali <7/ 
di piccob raggio, aventi per direttrice una linea L (chiusa o indefinita). Così suppor- 
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remo, per fissar le idee, che nell'istante iniziale il tubetto sia effettivamente ima super- 
ficie-canale. 

Ê chiaro tuttavia che, per i punti della massa fluida, la cui distanza da v sia assai 
grande rispetto al raggio della sezione, le cose vanno come se il tubetto 9 fosse sosti- 
tuito dalla linea geometrica L, sede di un filamento vorticoso d'intensità uguale a quella 
di 9. 

Designiamo con e' il raggio del tubo canale <r, e supponiamo e' molto {nccoio, 
cosi piccolo in particolare che possa ritenersi: 

i^ Esso e' trascurabile di fronte ad e, e quindi, per punti a distanza e da I, as- 
similabile il tubo <T all'unica linea vorticosa L. 

2^ e trascurabile a sua volta di fronte alle dimensioni longitudinali dd tubetto 
(lunghezza di L, raggio di curvatura, ecc.), tale insomma da potere con sufficiente ap- 
prossimazione limitare le espressioni (5) di m, v, w alla parte assintoäca. 

Ciò posto, consideriamo un secondo tubo-canale 2, avente ancora L come direttrice, 
e raggio e (mentre quello del tubo vorticoso <y è e^). Per punti, la cui distanza da L 
è grande rispetto ad e, anche questo nuovo tubo 1 è assimilabile ad ima linea, diesi 
confonde sempre con L. 

Supponiamo adesso di passare dall'istante t ad un altro istante f. Le particelle 
materiali, che, nell'istante (, costituiscono rispettivamente <?, 2, costituiranno nell'istante 
f due nuovi tubi <j', 2', e sempre (almeno se ^ è abbastanza prossimo a t)^ per un 
osservatore a distanza grande rappono ad e, 2' e a fortiori a' saranno sostituibili con 
un'unica linea. 

In quest'ordine di approssimazione, il divario dalla primitiva L, si può valutare 
come segue. 

Dicasi (5,, s^y s^) il vettore, che rappresenta lo spostamento subito nell'intervallo 
(/, f) da un generico punto P di 1. Sia Ü la circonferenza, sezione retta di ]S, pas- 
sante per P. 

Le particelle, che nell'istante t formano la circonferenza Ü, nell'istante t' forme- 
ranno una linea Ü' di 2'. Il baricentro 0' di questa linea si troverà spostato dal ba- 
ricentro di Ü (che è poi il suo centro) d'un vettore, le cui componenti, per la de- 
finizione stessa di baricentro, sono: 

i'-^" £''"" Jy 

2we ' 27re ' 2%t 

Come unica linea sostituibile a V si può per es. assumere il luogo dei baricentri 
0', e cosi si vede come, coll'approssimazione convenuta, sia lecito risguardare i prece- 
denti rapporti come espressioni dello spostamento, che subisce nell'intervallo (^, /') un 
punto generico della linea geometrica L. 

Basta adesso supporre V infinitamente vicino a /, e quindi s^=z udtj s = vdt, 
s^ = wdty e usufruire dei valori assintotici trovati nei n* precedenti, per concludere 
che, per un osservatore a distanza conveniente da un generico tubetto vorticoso, questo 
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essere assimilato ad una linea geometrica L, i cui punti siano doud di velocità: 

« = o, 
(17) { v = o, 

(ùC , 

le tre componenti riferendosi alla direzione della tangente, della normale principale e 
della binormale. Come si vede, la velocità è proporzionale alla curvatura e può annul- 
larsi solo per e = o. Per £ piccolissimo, w riesce sempre positiva. Questa circostanza 
(ricordando che le nostre formule si riferiscono ad una terna x, _y, :^ destrorsa) per- 
mette di precisare il senso, secondo cui la linea L tende a spostarsi. Lo spostamento 
avviene in quel senso, rispetto a cui il verso di circolazione, stabilito sopra L dal vor- 
tice, appare destrorso (cioè conforme a quello delle sfere dell'orologio). 

Le (17) suggeriscono inoltre le osservazioni seguenti: 

I® Non esiste nessun'altra linea vorticosa all'infuori della linea retta, la quale possa 
rimanere immobile; perciò solo in questo caso avremo moto permanente. 

2° Dato un filetto vorticoso circolare, esso si sposterà in un piano parallelo a sé 
stesso e senza deformarsi o variare di raggio. 

n secondo di questi risultati e la parte positiva del primo erano già noti, e del 
resto evidenti per ragione di simmetria. Di nuovo, abbiamo riconosciuta Timpossibilità 
di movimenti permanenti dovuti alla presenza di vortici non rettilinei. 

§ 9. — Equazioni intrinsiche generali del movimento della linea vorticosa^ 

Consideriamo ancora la configurazione di L in un generico istante ty e notiamo 
che ad ogni posizione di su L corrisponde univocamente un triedro principale x, 
)', :(. Consideriamo in pari tempo una terna di riferimento fissa e, >), ^, e siano, come 
dalla solita tabella : 





X 


y 


l 


i 


«. 


«a 


«, 


fï 


ß. 


k 


^ 


e 


Y. 


T, 


Y3 



*»ì Pv> Yv (^ = ÏJ ^j 3) i coseni direttori d'una terna rispetto l'altra. Essi saranno a 
ritenersi funzioni di quel parametro, che fissa la posizione di su L, per cs. dell'arco 
Sy contato a partire da un origine arbitraria. Designando con pds, qds, rds le com- 
ponenti, secondo gli spigoli del triedro mobile x, y^ :(, della rotazione elementare su- 
bita dal triedro stesso, quando si sposta su L di d 5, avremo come è ben noto : 

(18) /> = — T, q = o, r = Cy 

dove e e T rappresentano rispettivamente la curvatura e la torsione deUa curva L in 0. 

Rtmd. Circ. MiU«m, FaUrmo, t. XXII (1906). — Sumpato il 31 giugno 1906. 17 
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Fük generalmente;, se la posizione di O è individuata da un parametro generico X, 
e sia: 

la relazione che lo lega all'arco di curva^ ad uno spostamento di O corrisponderà una 
rotazione elementare (/>JX, qdXj rdX), e sarà, come si verifica subito: 

(18') p = — ^r, q = o, r = ^c. 

I coseni direttori a^, p^, y^, in quanto si considerano funzioni di \ avranno 

poi le derivate definite, in funzione delle />, ^, r e dei coseni stessi, dalle classiche for- 

mole di Poisson : 

a;=a,f — a^y, «; = a,/> — Ä,f, ecc.; 

avendo per brevità designato con apici le derivazioni rispetto a X 

Imaginiamo adesso che vari t; variera pure L, e tutte le precedenti quantità : 

*f > {^¥5 Yvì A Çj ^9 ovvero t, c, 4'> si dovranno considerare come funzioni delle due 

variabili indipendenti X e t 

Giova anzitutto osservare che la l^ge di variabilità di L, quale risulta dalle (17) 

del n° precedente, implica: 

d^ 

Osserviamo perciò che, intendendo per Ç, tq, ^ le coordinate di un pimto generico 
O di I. rapporto agli assi fissi 1 con che X" ' 7~ ' 1~ ^^^ '^ componenti della ve- 
locità di 0, rispetto a questi assi), le (17) equivalgono alle: 



di 

dt 


= ftcaj, 


d-n 
dt 


= f'fP„ 


dK 
dt 


= Ì^n,7 



(19) 



avendo posto |* in luogo di —, 

D'altra parte si ha (l'apice indicando sempre derivazione rispetto a "k"): 

di di 






dX.d 



^ ds dX-^'*' 



Derivando i secondi membri delle (19) e delle (20) rispettivamente rapporto a X 
e rapporto a /, ed uguagliando, avremo: 
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low ad at'j, p'j, Yj si sono sostituiti i loro valori forniti dalle formole di Poisson. 
Moltiplicando ordinatamente per a, ß, y« e sommando, si ha la relgaone annunciata : 

d^ 

lindi se si prende inizialmente X = 5, cioè ^ = i, ciò ^(Çguiterà a sussister^ sempre, 
a nostra linea vorticosa si componerà dunque, nel suo movimento come up filo fles- 
bile ed inestendibile *). 

Riteniamo oramai che il parametro ^ coincida con 5, ed occupiamoci di formare 

equazioni differenziali intrinseche, cui debbono soddisfare le curvature e e t di L, 

•nsiderate come funzioni delle due variabili set. Osserviamo intanto che, rimanendo 

finita in base alle (17) la configurazione di L nell'istante ^-j- d^ in funzione della 

nfigurazione attuale (vogliam dire di elementi intrinseci spettanti alla configurazione 

L nell'istante generico ^), devono potersi calcolare ^^ jr^ jTy ^^ funzione di e, t 
loro derivate rappono ad s. 

Per fare questo calcolo, giova ricorrere alla cosidfitta teoria del triedro mobile, 
endendo le mosse dal fatto che i coseni direttori a^, {i^, y^ sono anch'essi, come 
cennammo, funzioni dei due parametri set. 

Poniamo anzitutto le (19) sotto la forma : 

11 = "'^^ 

dK 

endendo uguale ad uno la quantità p. come è sempre lecito, bastando all'uopo sce- 
iere opportunamente l'unità di tempo. 

Derivando le (19') rapporto ad 5, tenendo conto delle formole di Poisson e delle 
8), avremo : 



•) Appoggiandosi sopra un recente lavoro del sig. Sannia, Deformai^ioni infinitesime delle curve ine- 
tdibiìi, etc. [questi Rendiconti, t. XXI (1906), pp. 229-256], Tinestendibilità si sarebbe potuta desu- 
Te senz'altro dal fatto che, a norma delle (17), si annullano le due componenti u e v (secondo la 
igeate e la normale principale). 
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e da queste, derivando ancora: 

Introduciamo adesso, accanto alle pdsy qdsy rdsy anche le rotazioni elemei 
p^dty q^dty r^dty che vengono subite dal nostro triedro x, y, :(, quando, lasciando 
5, si fa variare t ài dt. Lt p^y q^y r^ avendo le note espressioni : 

ZdoL, 

ZdcL^ 

(il simbolo 2 designa somma di termini, che si ottengono da quello scritto, cambia 
a in ß ed in y), troviamo subito mercè le formole precedenti: 

(21) r'^~ ''' 

( r, = ex. 

Ma, fra le componenti p, q, r; p^, q^, r, delle rotazioni, relative separatam 
a due parametri / ed s, noi sappiamo che valgono le relazioni *): 



-fi-p. = ir,-rq„ 

àr 

■Ji—r,=pq, — qp,; 



*) Cfr. ad es. Darboux, Leçons sur la théorie des surfaces, t. I, pag. 49. 



\tì = '^' + '''^^ 
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che, per le (i8) e (21), diventano : 

à'' /e" X 

e" — e" — CT* + CT*, 

■j^ = ct' + 2c't. 

Abbiamo quindi finalmente le equazioni cercate: 
de 

D teorema di esistenza, applicato a questo sistema di equazioni a derivate parziali, 
permette di asserire con tutto rigore che le funzioni e (5, (), t(5, i) sono (sotto le so- 
ite condizioni di regolarità) univocamente definite dai valori iniziali e (5, o), t(5, o). 
n altri termini, la configurazione intrinseca della linea vorticosa ad un istante generico 
imane determinata dalla configurazione intrinseca iniziale pel tramite delle equazioni 
ifferenziaii (22). Non intendiamo qui discutere il problema generale della loro inte- 
razione, ma ci limiteremo al caso semplice, in cui le (22) si riconducono ad equazioni 
fferenziali ordinarie. Tale è il caso di vortici, che si spostano rigidamente: la confi- 
irazione, essendo allora invariabile, e e t risultano indipendenti da ty e, come funzioni 
i, devono quindi soddisfare le equazioni: 

cr' -|- 2c't' = o, 
-cc' + {r'-Ç) = o. 
Con una prima integrazione, possiamo attribuir loro la forma: 

', ed h designando due costanti arbitrarie. 

§ IO. — Ricerca di vortici piani che si spostano rigidamente. 

Per T = o, la prima delle (23) è senz'altro soddisfatta (bastando attribuire il va- 
re zero alla costante /?,); la seconda può essere scritta: 

r = 6hc — -jc'; 

lindi moltiplicando per e' ed integrando: 

4) Tf" = f6*c*-|c^+fÄ: 

costante arbitraria). 
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Questa equazione mostra che e è funzione dHtdfli di /. Es^gueodo la nota ^ostm^ 
zione*): 

i.p(a) 

dove C designa la nuova variabile, P il polinomio di 4® grado — -^c* + 6Äc* + i 
ed a una sua radice, avremo per C ('espressione esplicita in funzione di 5: 

dove /» indica la funzione di Weœrstrass, c g^j g^ sono l^ti ad A e i dalle form(de: 



^3 = 



O Ä O 
Ü7 O i 



4 



Nota l'espressione di C, la (25) ci pollerà poi quella d! ^. 

Merita speciale menzione il caso di ft = o, in cui Tint^aziooe detU (24) si fa 

mediante trascendenti elementari. Se poniamo in essa 6h = — j-, d si presenta l'equa- 
zione (escludendo il caso ovvio di e costante, cioè di vortici circolari): 

4c 
de 



ds 



7=T^ 




Introducendo il raggio di curvatura r = ^-^ ed icKegraado, avremp ', 

e 



= -.lg('+j/r--Ì) + 



cost 



Se la costante si sceglie in modo che s si annulli per r ?= a (il che non costituisce 
restrizione, bastando scegliere opportunamente l'origine degli archi), si ottiene come 
espressione definitiva del raggio di curvatura : 

È questa l'equazione intrinseca della catenaria d'uguale resistenza **). 



*) Cfr. per es. Bianchi, Legioni sulla teoria delle funzioni di variàbile complessa e delle funzioni fi- 
ìittiche, pp. 331-332. 

**) Cfr. CbsXro, Legioni di Geometria intrinseca^ pag. 8. 
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S II. — Ricerca di vortici gobbi che si spostano rigidamente. 

L'equazioni fondam^itali (23) sono soddisfatte per e e r costanti; dò chepossia- 
]o interpretare dicendo che una linea vorticosa elicoidale si sposta senza deformarsi. 

In generale, ricavando t dalla prima delle (23) e sostituendo nella seconda, si 
^e che la ricerca delle linee vorticose, le quali si spostano rigidamente dipende dal- 
Dt^azione dell'equazione: 

2 ' C C^ 

Moltiplicando per ce', integrando e designando come sopra con -jJk la costante d'in- 
çrazione, si ottiene: 

_L^» = _LA^_.^.<^_ÌL_|__Lit. 

2 2 8 2C ' 2 

Moltiplicando ancora per 8 c^ ed assumendo come funzione incognita e* = x, risulta : 

x" = — x' 4. 4hx' + 4kx — 4h]. 

Dalla forma di quest'ultima equazione si desume senz'altro che x, e, per conse- 
^enza, le due curvature e e t, si possono esprimere come funzioni ellittiche dell'arco s. 

Padova, 14 maggio 1906. 

Luigi Sante Da Rios. 
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SULL'ESTENSIONE DEL CONCETTO 
DI TETRAEDRI DI MÔBIUS AGLI IPERSPAZH. 

Nota di Luigi Berzolari (Pavia). 



Adunanza del tj maggio 1906. 



Com'è notissimo, diconsi « di Möbius » due tetraedri cosi tra loro riferiti, che 
ogni vertice di ciascuno stia nel piano dei tre vertici non corrispondenti dell'altro. Ana- 
liticamente sono caratterizzati dalla proprietà che le coordinate dei vertici dell'uno, ri- . 
spetto all'altro preso come fondamentale, formano un determinante emisimmetrico. 

Ora in diverse questioni relative ad uno spazio 5^ di n dimensioni — nello studio 
dei sistemi nulli, in quello delle curve razionali normali, ... *) — si presentano, per n 
dispari, coppie di piramidi (di n -j- i vertici), tali che se l'una si assume come fonda- 
mentale, le coordinate dei vertici dell'altra costituiscono un determinante emisimmetrico. 
Di conseguenza esse risultano riferite tra loro appunto in quel modo che si offre come 
naturale estensione di quanto avviene per i tetraedri di Möbius, cioè cosi che i vertici 
di ognuna giacciono in uno stesso iperpiano coi vertici non corrispondenti dell'altra. 
Ma non sembrami inopportuno far rilevare (benché si tratti certamente di un'osserva- 
zione molto semplice) che non è questo, per n > 3, il modo più generale d'ottenere 
due piramidi mutuamente iscritte e circoscritte secondo la legge testé dichiarata **), e 
che d'altra parte esistono coppie di piramidi aventi una tal posizione, pur quando la 
dimensione n dello spazio ambiente sia un numero pari (superiore al due). 

Si- 

Data anzitutto in S^ (con n qualunque, purché > 3) una piramide (^)^^j A^ ... A^^^, 
della quale sia a . la faccia opposta al vertice A- , è facile vedere come se ne possa co- 



*) Oltre ai lavori che si riferiscono al sistema nullo individuato da una curva razionale normale, 
vedasi la mia Nota : Sulle curve di ordine n dello spazio ad n dimensioni [Rend, del R. Istituto Lombardo, 
s. II, voi. XXXVI (1903), pp. 791-795J.— Siffatte piramidi («di Möbius»), e pur quelle che nel lavoro 
che citerò fra poco ho chiamato «di Schläfli», si presentano nello studio di una classe notevole di 
curve razionali, come mostrerò in una prossima occasione. 

•*) Perciò la seconda dimostrazione che si legge nell'ultima pagina del mio lavoro : Sui sistemi 
Ä II 4- I rette dello spazio ad n dimensioni, situate in posizione di Schläfli [questi Rendiconti, tomo XX 
('905)» pp. 329-247 (n^ io)j, è da riferirsi soltanto al detto caso particolare. 
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smiire un'altra (fi) ^ B^B^ ... B^^^ cosi riferita alla prima, che ogni y^T^çp^ 4} P^lt 
jcuna appartenga alla faccia dell'altra determinata dai vertid non corrispondenti. I ver- 
rid 5, , 5, , . . . , 5^^, possono assumersi ad arbiU'ip rj^p. sulle facce «^ , a^ , , , . ^ a^^ ; 
dopo di che i vertici rimanenti B^ e B^^^ sono risp. le intersezioni deJl'5^^ }p çuj 
t^ taglia l'iperpiano B^B^ ... fi^_, 4^^, , e dell'S^__, in cui a^^, taglia l'iperpia^q 
B^B^ ... B^_^A^j con una retta che si appoggi agli S^_, determinati dai punti 

5.5,5^ . . . 5._.^., 

Nell'ipotesi ammessa di n > 3, gli « -|- i spaei S^_^ qui nominati sono tra loro 
indipendenti, nel senso che una retta, la quale ne incontri ip, non itlCont|ra o^f^s^am? 
mente il rimanente : dò che si riconosce analiticamente, per es., prendendo (^A) come 
fondamentale. Le rette che li incontrano tutti sono quindi oo*~' *), e eiaseuna individua 
Dna delle cercate piramidi (B). 

Perdo in S^ (con « > 3) fe coppie di piramidi mutuamente iscritte e eircoseritte 
con la Ugge indicata fono in numero 00***^'*^'^'^; datane uncf^ l'ßltra pub costruirsi in 

In un 5a«^, una piram^dç di 2n vjçrtici, Iç coordinate dei quali costìtujsq^o pr- 
dinatamente le orizzontali di un determinante ^misimmetricp, è nel tetppo stesso \ßcfvcu 
e drcoscrìtu alla piramide fondamental^. Per caratterizzare completamente la mutya pp- 
sizion^ di due tali piramidi, chç dirò « di Möbius », si Pßßervi cjie quanti vertici fi vpr 
guano di ciascuna^ purché in numero dispari, e i Ipro non omologjn dell'altra stanno in 
un iperpiano. 

Dico inver$amentç che, date in S^„_^ due piramidi tra loro riferite {4)^ 4 ^A^--» 4 2^ 
e {E) =^ B^B^ ... B^^y perchè esse siano di Möbius k sufficiente che i vertici 4i C4) 
giauiano sulle facce omologhe di (ß), e che inoltre tre vertici qualunque di {A\ dei quali 
uno sia fissoj stiano in un medesimo iperpiano coi loro non corrispondenti di (5) ***). 

Scelta (fi) come fondamentale, siano a.^ , a.^ , . . . , a^^^ le coordinate di A^ , talché 



•) E formano una varietà di fi — 2 dimensioni, i*ordine della quale può aversi dal lavoro dello 
Schubert, Die n-dimensionaUn Ffirgllgimeinirungen der fundameniafen 4n^fen unseres Rßums [M^. Ann., 
voi XXVI (1886), pp. 26-51]. 

•^ La costruzione può farsi anche con elementi tutti reali. In 5^ per es., se una delle due pira- 
midi è scelta come fondamentale, Taltra può avere per vertici i punti (o, i, j, i, i), (i, o, —, ", — j , 

(■.Ü.°.'.^).0.n.-T'°>0.0'n'3."'4 

*^) Per lo spazio ordinario (n = 2) cfr. il lavoro di Caporali e Del Pezzo, Introdw^ione alla 
teoria dello spazio rigato (n° 8), nelle Memorie di Geometria (Napoli, l888) del Cavoìlau (pag. 270). 

Rêmd. Cirt, ÌAltm. PiiUrmo, t. XXU (1906). — Sumpato il z} giugno 1906. 18 
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si avrà per ipotesi : 

^ii = (*= I, 2, ..., 2n> 

Se poi il vertice di (^) che si pone in tutte le teme considerate è, per es., A^^ 
è lecito supporre : 
(i) a,. + a.. = (1 = 2, 3,..., 2»). 

Allora la proprietà ammessa che esista un iperpiano passante per ^^^ per altri due 
vertici qualunque A^^ e A^ di (^A)y e per im — 3 vertici di (J5) non omologhi ai 
precedenti, si traduce nella relazione : 

o a. 






= 0, 



dalla quale, per le (i), segue : 

^kk + ^kk = (*, * = 2, 3, ..,«). 

come si è asserito. 

Ne risulta che Tesser le due piramidi nella posizione qui considerata impone alle 

medesime 

, (2n — i)(2n — 2) , , 

2n + ^^ — = 2«* — « + I 

condizioni indipendenti ; sicché le coppie di piramidi di Möbius di un Sj^__, sono oo<^«*-3»-'; 
mentre, se di esse una è data, l'altra varia in una totalità oo^"~***'""^'^ 

Si ricava pure dal teorema una semplice costruzione di due piramidi di Möbius. 
Data per es. la (ß), di cui sia fi. la faccia opposta al vertice 5., dell'altra si possono 
prendere ad arbitrio due vertici A^ e A^ risp. in (i^ e {i^. Scelgasi poi A^ comunque 
nell'S^^_j in cui p^ taglia l'iperpiano A^A^B^B^ ... B^^; indi A^ a piacere nell'S„_^ 
in cui si tagliano (5^ e gTiperpiani A^A^B^B^B^ ... 5^^, A^A^B^B^ ... B^^; e eoa 
via, finché A^^ risulterà del tutto individuato come intersezione di ^^^ coi 2 w — 2 altri 
iperpiani A,A,B,B^ ... B„_., A,J^B,B^ ... B„_., ..., A,^,. ,B, ... 5„.,. 
Data Tuna, l'altra delle due piramidi può dunque costruirsi in un'infinità di modi 
espressa da 

2(2W — 2) + (2n — 3)-|-(2W — 4)+ ... -1-2+ I =(«— l)(2«-|-l), 

in accordo con quanto si e trovato sopra. 

§3. 

Delle numerose proprieui, di cui godono notoriamente due tetraedri di Mòbius, 
soltanto alcune si conservano quando si passi allo spazio S^^^ (con n ]> 2). 

Cosi non e più vero, per ;/ > 2, che due piramidi di MoBius siano autoreciproche 
rispetto ad una medesima quadrica *). Suppongasi infatti che una tal quadrica esista, 



*) Per n = 2, cfr. Caporali c Del Pezzo, 1. e, n^' 49. 
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sicché, mantenute le notazioni precedenti, la sua equazione sarà della forma: 

Scrivendo che Tiperpiano polare di A^ passa per A^y A^^ . . . , A^^ , si ottengono 
in—i equazioni lineari omogenee nelle c^, c^, ..., c^^, dalle quali, per le note 
espressioni dei complementi algebrici degli elementi di un determinante emisimmetrico, 
si ricava per es. : 

ga,_, _ ^^»^n{2y 3> " ■ > 2n — 2, 2n) 

^^n ~ ^,,a«-,(^. 3, • • • , 2 W - 2, 2 W — l)' 

dove si è adoperata la consueta notazione per gli pfafEani. L'iperpiano polare di A^ 
Ja similmente : 

^a.-, ^ ^^.a»(l, 3, 4, . . . , 2n — 2, 2n) 

^a. ^a,a.-.(li 3, 4, . . . , 2 W — 2, 2 n — l) ' 

la quale espressione coincide con la precedente sol quando sia n = 2. 

Neanche si trasporta all'S^^^, (con n > 2) la proprietà che hanno due tetraedri 
di M Bius, di essere iperboloidici (in tre modi diversi): almeno, se del concetto di 
quattro rette iperboloidiche si fa l'estensione nel senso che forma l'oggetto del secondo 
mio lavoro già citato, dove si tratta di r -j- i rette d'un S^ situate in posizione di 
ScHLAFU, tali cioè che ogni S^_^y il quale ne incontri r, incontri pure la rimanente. 
Infatti, per quanto là ho dimostrato, si dovrebbero allora poter ordinare i vertici della 
piramide (-4) in guisa che le loro coordinate costituissero un determinante simmetrico : 
3Ô che invece facilmente si riconosce non esser possibile per « > 2. 

Si generalizza al contrario, ma soltanto agli S^^_^ per i quali n sia numero pari, 
1 teorema che con gli otto vertici di due tetraedri di Möbius si possono formare tre 
Jtre coppie di siffatti tetraedri: poiché si ha che in un S^^_, gli 8 m vertici di due 

Hramidi di Möbius 51 distribuiscono in altre — 1 ^ 1 maniere nei vertici di due pi- 

2 \2m/ ^ 

amidi di Möbius. Due di tali nuove piramidi si ottengono scegliendo a costituir l'una 

t m vertici di (^) e i 2 m vertici non corrispondenti di (ß), e a costituir l'altra i restanti 

renici di (^A) e (J5) risp. omologhi ai precedenti. 

Sussiste infine per qualsiasi valore di n la proprietà, che in un Sj„_, due piramidi 

li Möbius determinano due complessi lineari^ l'uno di rette e l'altro di S^^_^ (^coincidenti 

quando sia n = 2), rispetto a ciascuno dei quali esse sono reciproche l'una dell'altra. 

nvero, mantenute le precedenti notazioni, e posto per brevità 

« » = (— 0"*(i> 2, . . . , i - i, i -f i, . . . , ÂJ — I, Ä + I, . . . , 2n), 
Kx le espressioni già richiamate dei complementi algebrici degli elementi d'un determi- 
lante emisimmetrico, le facce di (^A) opposte ai vertici A^, A^y . . . , A^^ hanno risp. 
e equazioni: 

«,a^a +«13^3+ ••• +«.,a«^an = 0, 

«a. ^. + «a3 ^3 + • • • + *a>a«^a« = O, 

«a«,. ^. + «a«,a ^a + ' ' ' + «a«,a-i ^a«_, = O- 
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Se quMdi âidalàtio 

Pik = «.7» — ^kyi (», * = I, 2, . .. , 2« 

le oo^dinlte locali della retta congiungente i punti x, y^ e 

w.k = Ç.îïn — Ì^i\^ (», * ±±= I, 2, ... , 21»: 

le coordinate iperplanari dell'S,,^^ comune agi*iperpiani Ç, tq, i due complessi lineari 1 
cui si tratu nel precedente enunciato sono risp. quelli rappresentati dalle equazioni: 

Si può osservare che il loro invariante simultaneo vale 

».(i, 2, ..., 2»), 
epperò non è mai hlillò (altrimenti l punti -4, , iJ, , . . . , A^^ sarebbero in un iperpiano). 

Pavia, i6 maggio 1906. 

Luigi Berzolari. 
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GEODÄTISCHE LINIEN AUF POLYEDERFLÄCHEN. 
Von Paul Stacke! (Hannover). 



Adunanza del 27 maggio 190e. 

S I. 

Ordinäre Polyeder. 

Polyeder heisse ein endliches, zusammenhängendes Stück des Raumes, das von 
iner endlichen Anzahl von Polygonen, den Seitenflächen, begrenzt wird, Polygon 
)cr werde ein endliches, zusammenhängendes Stück einer Ebene genannt, dessen 
çrenzung aus einer endlichen Anzahl von geradlinigen Strecken, den Seiten, gebildet 
ird; die Endpunkte der Seiten liefern die Ecken des Polyeders. 

Geht man auf einer Seite von einer Ecke bis zur nächsten auf der Seite liegenden 
ie des Polyeders, so erhält man eine Kante; eine Seite kann demnach aus mehreren 
anten zusanmiengesetzt sein. Es gibt zwar Polyeder, bei denen von einer Kante eine 
üebige grade Zahl von Seitenflächen ausgeht, im Folgenden sollen aber nur solche 
olyeder betrachtet werden, bei denen jede Kante genau zwei Seitenflächen angehört, 
wd Seitenflächen, die eine Kante gemeinsam haben, heissen benachbart in Bezug 
of diese Kante. Liegen zwei benachbarte Seitenflächen in einer Ebene, so sollen sie 
urch Streichung der gemeinsamen Kante zu einer Seitenfläche vereinigt werden ; alsdann 
chndden sich in jeder Ecke des Polyeders mindestens drei Seitenflächen. Zwei be- 
lachbarte Seitenflächen können mehrere Kanten gemeinsam haben, diese Kanten sind 
ber notwendig Teile einer Geraden, nämlich der Schnittgeraden der Ebenen, in denen 
ie beiden Seitenflächen liegen. 

Ein Polyeder, das den soeben ausgesprochenen Bedingungen genügt und bei dem 
usserdem die Seitenflächen einfach zusammenhängende Flächen sind und die Oberfläche, 
ie Polyederfläche, aus einem zusammenhängenden Stücke besteht, soll ein 
rdinäres Polyeder heissen. 

§2. 
Fottset^tfiig von Elementen geodätischer Linten. 

Voû einem Punkte A innerhalb der Seitenfläche S eines ordinären Polyeders ziehe 
in auf S ak Anfangselement einer geodätischen Linie der Polye- 
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der fi ache eine geradlinige Strecke A By deren Verlängerung die Grenze von 5 zum 
ersten Male in einem Punkte der Kante k schneide, und zwar innerhalb der von den 
beiden Ecken b^renzten Strecke. Um das Element AB über k fortzusetzen, hat man 
die in bezug auf k benachbarte Seitenfläche T so lange um i zu drehen, bis T in die 
Ebene von S fällt; es ist zweckmässig, sich bei der Drehung das Polyeder surr mit 
S verbunden zu denken. Die Verlängerung von A B möge die Grenze von T zum 
zweiten Male in einem Punkte innerhalb der Kante / schneiden, in der T an die Seiten- 
fläche U grenze. U kann nicht etwa mit 5 identisch sein, denn die Kanten k und / 
werden beide von einer dritten Geraden geschnitten, sind also nicht Teile einer und 
derselben Geraden, und mithin sind S und T nicht benachbart in Bezug auf die Kante /. 
Auf diese Art kann man fortfahren, es sei denn, dass einmal die Verlängerung 
von AB durch eine Ecke hindurchgeht, was jedoch nur ausnahmsweise eintritt. Zieht 
man nämlich von allen Ecken des Polyeders auf allen zugehörigen Seitenflächen gerade 
Strecken, so erhält man durch Fortsetzung dieser Elemente eine endliche Anzahl von 
Scharen geodätischer Linien, die je durch eine Ecke gehen, man kann aber die Ge- 
sammtheit der geodätischen Linien der Polyederfläche stetig auf die Punkte einer Ebene 
abbilden, und dabei entsprechen jenen Scharen geradlinige Strecken in der Ebene. Daher 
sollen die Geodätischen, die Ecken enthalten, als singulare Geodätische bezdchnet 
und ihnen die übrigen als reguläre Geodätische gegenübergestellt werden. Die Unter- 
suchung der singulären Geodätischen wird den G^enstand der §§ 12 bis 14 bilden. 

§3- 
Ketten von Polygonen. 

Man nehme irgend eine Seitenfläche 5 des Polyeders mit der Kante k und drehe 
die ihr in Bezug auf k benachbarte Seitenfläche T so lange um i, bis sie in die Ebene 
von S fällt; dabei hat man sich das Polyeder starr mit S verbunden zu denken. Ist! 
eine Kante von T, in Bezug auf die es der von S verschiedenen Seitenfläche U be- 
nachbart ist, so drehe man U so lange um /, bis es in die Ebene gelangt, die bereits 
S und T enthält. So fahre man fort und sorge dafür, dass je drei auf einander fol- 
gende Seitenflächen stets von einander verschieden sind. Man erhält auf diese Art dne 
endliche oder unendliche Folge von Polygonen, die je eine gemeinsame Kante haben. 
Eine solche Folge soll eine zu der betrachteten Polyederfläche gehörige Kette von 
Polygonen genannt werden. 

Versieht man die Seitenflächen des Polyeders der Reihe nach mit den Zahlen 
o, I, 2, . . . , r — I, so wird jede zugehörige Kette durch eine endliche oder unendliche 
Folge von Zalilen der Reihe o, i, 2, . . . , r — i characterisiert, die man durch Vorsetzen 
von «Null Komma» in die Darstellung einer Zahl des r-adischen Zahlensystems verwan- 
deln kann, die zwischen Null und Eins liegt; dabei dürfen aber auf eine Zahl der 
Reihe (Ziffer) nur diejenigen Ziffern folgen, die durch die benachbarten Seitenflächen 
gegeben werden, und je drei benachbane Ziffern müssen verschieden sein. 
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Dass die so erhaltene Menge K die Mächtigkeit des Continuums hat, lässt sich nach 
einer freundlichen Mitteilung meines Colinen Schoenfues in Königsberg i. Pr. am 
einfachsten so zeigen. In jeder der Zahlen kann jede der Ziffern mindestens zwei ver- 
schiedene Werte haben, da eine Polyederfläche an mindestens drei Seitenflächen grenzt, 
man kann also aus der Menge K die Teilmenge herausheben, bei der jeder Ziffer nur 
z^'d der zulässigen Werte beigelegt sind, diese Teihnenge hat aber nach einem be- 
kannten Satze die Mächtigkeit des Conrinuums. Auf der anderen Seite ist K eine 
Teilmenge der Menge aller Zahlen, die zwischen Null und Eins liegen, also einer 
Menge von der Mächtigkeit des Continuums, folglich ist K nach dem Schröder- 
BERNSTEiNschen Satze dem Continuum äquivalent. 

s 4- 
Gerade Ketten. 

Eine unendliche Kette heisst gerade, wenn es eine grade Linie g^, die Achse der 
Kette, gibt, die von einem Punkte des Anfangspolygons S ausgeht und die Flächen 
der zu der Kette gehörigen Polygone niemals verlässt; wenn man auf g wandert und 
das Verhalten von g beobachtet, hat man immer nur die Fläche des Polygons zu 
betrachten, in dem man sich augenblicklich befindet, also die übrigen Polygone wegzu- 
nehmen, auch wenn sie zum Teil in die Fläche des betrachteten Polygones fallen und 
so eine mehrfache Bedeckung der Ebene stattfindet. 

Aus der Erklärung der geraden Kette folgt, dass ihre Achse die gemeinsamen 
Kanten der benachbarten Polygone schneidet. Dieses Schneiden kann auch in Ecken 
geschehen; haben benachbarte Polygone mehrere gemeinsame Kanten, so wird immer 
nur eine davon geschnitten. Mit der übrigen Begrenzung der Polygone kann die Achse 
Ecken und sogar ganze Kanten gemeinsam haben. Falls g mit den Begrenzungen der 
Polygone der Kette, sei es in den Nachbarkanten, sei es ausserhalb, mindestens eine Ecke 
gemeinsam hat, soll es eine die Begrenzung berührende Gerade genannt werden. 

Ausser der Achse g kann es noch andere Gerade h geben, die von einem Punkte 
des Anfangspolygons S ausgehen und die Flächen der zur Kette gehörigen Polygone 
niemals verlassen. Eine solche von g verschiedene Gerade h geht nicht durch A^ denn 
wenn g und h einen noch so kleinen Winkel bilden, entfernt sich h immer mehr von 
g und muss daher schliesslich aus den Flächen der Polygone austreten. Aus demselben 
Grunde kann h mit g keinen noch so kleinen Winkel bilden, muss also zu g parallel 
sein. Besitzt eine zu g parallele Gerade h die Eigenschaft, die Flächen der zur Kette 
gehörigen Polygone niemals zu verlassen, so gilt dasselbe von allen zwischen g und 
h gel^enen, dazu parallelen Geraden, denn wenn eine davon austräte, so würde in- 
nerhalb eines der Polygone ein nicht dazu gehöriges Gebiet liegen, gegen die Voraus- 
setzung, dass die Seitenflächen einfach zusammenhängend sind. Daher gibt es bei einer 
geraden Kette entweder eine einzige Achse g der oder eine Schar solcher Achsen, die 
einander parallel sind und zwischen zwei parallelen Geraden, den Grenzgeraden 
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der Schar, liegen. Der Abstand der Grenzgeraden soll die Breite der Schar oder auch 
die Breite der Kette heissen. Die Breite kann auch gleich Null sein, wenn nämlich diç 
gerade Kette nur eine Achse besitzt. Gerade Ketten dieser Art sollen einfache Ketten, 
gerade Ketten, deren Breite von Null verschieden ist, Streifen-Ketten genannt 
werden. 

Es gibt zwei wesentlich verschiedene Arten von Grenzgeraden. Fällt man nänilich 
von den Ecken der Polygone der Kette Lote auf eine Grenzgerade, so ist die untere 
Grenze der Lotlangen gleich Null, denn sonst könnte man die Grenzgerade nach beiden 
Seiten parallel verschieben, ohne dass die verschobene Gerade aus den Flächen der zur 
Kette gehörigen Polygone austräte. Entweder gibt es nun, wenn man von v< au5 auf 
der Grenzgeraden wandert, eine bestimmte Ecke, für die die Lotlänge verschwindet, oder 
die untere Grenze Null wird niemals erreicht ; diesen beiden Fällen entsprechend sollen 
berührende und asymptotische Grenz g er ad e unterschieden werden. Es möge 
noch bemerkt werden, dass eine Grenzgerade, die einer Schar von Achsen angehört, 
sehr wohl parallel verschoben werden kann, ohne dass die verschobene Gerade aus 
den Flächen der zur Kette gehörenden Polygone austritt, dabei handelt es sich aber nur 
um Verschiebungen nach einer Seite hin, und wird die Grenzgerade nach der anderen 
Seite hin verschoben, so hört die verschobene Gerade auf, Achse der Kette zu sein. 

§5. 
Beispiel: Der Würfel. 

Ein Beispiel möge zur Erläuterung dienen. Bei einem Würfel bestehen die Ketten 
aus Quadraten, die mit je einer Seite aneinanderstossen. und man erhält alle geraden 
Ketten, wenn man eine Ebene durch zwei Scharen äquidistanter Geraden in Quadrate 
zerlegt und diejenigen Quadrate herausnimmt, die eine von einem Punkte A ausgehende 
Gerade schneiden. 

Zur genaueren Untersuchung führe man ein rechtwinkliges Koordinatensystem 
der jc, y ein, dessen Anfangspunkt eine Ecke des Quadrates ist, in dem A liegt und 
dessen Achsen die durch die Ecke gehenden beiden Geraden der Scharen werden. Die 
Gleichung der Geraden g sei in der HESSEschen Normalform : 

cos if.x-j-sintt/.y — i = o. 

Von den Ecken der zur Kette gehörigen Polygonen mögen Lote auf g gefällt werden. 
Die untere Grenze der Lotlängen ergibt sich, w^enn man die untere Grenze der Werte 
bestimmt, die die Linearform 

/ z=: cos w .X -{- smw .y — d 

für ganzzahlige a, y annimmt. Hierbei hat man zu unterscheiden, oh x%w rational 
oder irrational ist. 

Ist tg w gleich dem Quotienten der beiden ganzen, teilerfremden Zahlen p und ç, 
so werden für ganzzahJige x, y durch die Linearform cosw .x -^ ünw ,y allç ganzen 
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Vielfachen von r = i : //>' -f- (^ dargestellt, und die untere Grenze von / ist Null, wenn 
i ein ganzes Vielfaches von r ist, sie ist von Null verschieden, wenn das nicht stattfin- 
det. Im ersten Fall ist g eine Grenzgerade, und zwar eine berührende Grenzgerade; sie 
gehön zu einer Schar der Breite r. In dem zweiten Fall ist g eine Gerade innerhalb 
aner solcher Schar der Breite r. Zu den rationalen Werten von x%w sind auch die 
Werte o/i und i/o zu rechnen, die den Winkeln o° und 90° entsprechen. Einem jeden 
nationalen Werte pjq von \%w ist so eine Kette der Breite r zugeordnet; die Menge 
iieser Ketten hat die Mächtigkeit der Menge der natürlichen Zahlen. 

Ist tgt^ irrational, so werden durch die Linearform cost^.x -j- sin t(;.)r für 
janzzahlige x, 'j Werte dargestellt, die jedem gegebenen Werte, und zwar von beiden 
ieiten, beliebig nahe kommen, und daher hat die Linearform cosu/.jc-j-sin tf .)r — i 
•^uli zur unteren Grenze. Die Gerade g ist also die Achse einer einfachen Kette. Sie 
st berührend, wenn à sich in der Form cos w/ . jc -j- sin w/ . y darstellen lässt, asympto- 
isch, wenn das nicht eintritt. 

Die Menge der so entstehenden einfachen Ketten hat die Mächtigkeit des Conti- 
Quums, denn erstens kann xgw irgend einen irrationalen Wert haben und zweitens 
ist bei festem w noch d beliebig; es genügt übrigens, dafür Werte zwischen i und 
\^ zu setzen. Bei gegebenem w erhält man eine Schar von paralleler Geraden, in 
denen eine überalldichte, abzählbare Menge von berührenden Grenzgeraden steckt, 
während der Rest aus asymptotischen Grenzgeraden besteht. 

Bei dem Würfel wird man die einfache Kette als den « häufigsten » Fall zu be- 
zeichnen haben, die Streifen-Ketten als Ausnahmen. Ich vermute, dass hd einem « allge- 
meinen Polyeder » alle geraden Ketten einfach sind, das heisst, dass Streifen-Ketten nur 
luftreten, wenn zwischen den Stücken des Polyeders besondere Beziehungen stattfinden, 
und dass ferner die Mächtigkeit der Streifen-Ketten immer nur höchstens gleich der 
Mächtigkeit der Menge der natürlichen Zahlen ist. 

§6. 
Gerade Ketten und geodätische Linien. 

Zwischen den geraden Ketten und den geodätischen Linien der Polyederflächen 
besteht ein enger Zusammenhang. 

Zu einer Streifen-Kette gehört eine Schar regulärer Geodätischer, deren Bilder in 
der Ebene der Kette die parallelen Geraden g sind; sie sollen parallele Geodätische 
heissen. Die Grenzgeraden der Schar liefern nur dann Bilder geodätischer Linien, 
wenn sie asymptotisch sind, denn berührende Grenzgeraden geben im Allgemeinen nur 
bis zum ersten Berührungspunkte mit der Begrenzung, also der ersten auf ihnen lie- 
genden Ecke, das Bild einer singulären Geodätischen ; wie diese über die Ecke hinaus 
fortzusetzen ist, bedarf einer besonderen Untersuchung (§ 12). Hiermit ist zugleich der 
Fall der einfachen Kette erledigt. 

Dass umgekehrt zu einer jeden regulären Geodätischen eine gerade Kette gehört, 

Kmtd. Cirt, MAttm, PûUrme, t. XXII (1906). — Stampato il a luglio 1906. 19 
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bedarf keines ausdrücklichen Beweises. Anders steht es mit den singuiären Geodätischen, 
denen eine gerade Kette zugeordnet sein kann, aber nicht zugeordnet zu sein braucht. 

Geodätische Linien, deren Bilder asymptotische Grenzgerade sind, sollen selbst 
asymptotische Geodätische heissen. Werden nämlich von den Ecken der zu- 
gehörigen Kette auf die Grenzgerade Lote gefällt, so ist die untere Grenze der Lot- 
längen gleich Null, ohne dass jemals eines der Lote die Länge Null hätte, es gibt 
mithin in der Kette eine unendliche Folge von Ecken, bei der der Absund von der 
Grenzgeraden kleiner wird als jede gegebene, noch so kleine Grösse. Da aber nur eine 
endliche Anzahl von Polyederecken vorhanden ist, muss mindestens eine Ecke in jener 
Folge von Ecken unendlich oft auftreten, mithin wird durch eine asymptotische Grenz- 
gerad^ eine Geodätische dargestellt, die [u einer gewissen An:(flhl von Polyederecken, dit 
auch gleich eins sein kann, immer wieder :^urückkehrt und sich diesen Ecken asymptotisch 
nähert. 

Man könnte hieraus eine Einteilung der asymptotischen Geodätischen entnehmen, 
bei der diejenigen in eine Klasse gehören, die dieselben asymptotischen Ecken besitzen, 
und es würde sich dann die Frage erheben, ob alle logisch möglichen Klassen auch 
wirklich auftreten, im Besonderen, ob es Geodätische gibt, die sich allen Ecken des 
Polyeders asymptotisch nähern. 

Wenn sich ein materieller Punkt unter dem Einflüsse einer Kräftefunction auf 
einer krummen Fläche bewegt, hat Herr J. Hadamard bewiesen, dass alle Bahnen, 
auf denen unendlich viele Maxima und Minima der Kräftefunction liegen, immer wieder 
nach einer gewissen an:^iehenden Region der Fläche zurückkehren. Die asymptotischen 
Geodätischen einer Klasse zeigen ein ganz ähnliches Verhalten : die anziehende Region 
besteht für sie aus der Umgebung gewisser Ecken des Polyeders. 

Eine wichtige Frage wäre auch, wie sich die von einem Punkte A der Polye- 
derfläche ausstrahlenden asymptotischen Geodätischen auf die verschiedenen Klassen 
verteilen. 

§7- 
Die zwei Zweige einer Geodätischen. 

Bis jetzt wurde immer nur der Teil oder Zweig einer Geodätischen ins Auge 
gefasst, der sich von einem Punkte A einer Seitenfläche 5 nach der einen Seite hin 
erstreckt. Man hat aber die Geodätische, um ihren ganzen Verlauf zu erhalten, ebenfalls 
nach der anderen Seite hin fortzusetzen. Hierbei wiederholen sich jedoch nur die Be- 
trachtungen, die bereits angestellt worden sind, und es würde nur noch die Frage zu 
beantworten sein, ob bei der Zusammenfassung der beiden Zweige die logisch mögli- 
chen Verbindungen des Verhaltens auf je einer der beiden Seiten auch wirklich auf- 
treten oder ob der Verlauf nach der einen Seite den Verlauf nach der anderen Seite in 
gewisser Weise bceinflusst; es ist niir jedoch nicht gelungen, hierüber Ergebnisse zu 
erlangen. 
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Es gibt einen Fall, wo es nicht erforderlich ist, zwei Zweige einer Geodätischen 
1 unterschdden, wenn diese nämlich in der Weise nach dem Anfangspunkte A zu- 
ckkehrt, dass die Fortsetzung über A hinaus mit dem Anfangselemente AB zusam- 
mfällt, wenn man es also mit einer geschlossenen Geodätischen zu tun 
t. Dieser Fall soll in den nächsten Paragraphen ausführlich behandelt werden. 

§8. 
Geschlossene geodätische Linien. 

Eine Geodätische heisse geschlossen^, wenn man von dem Anfangspunkte A ausgehend 
ch dem Durchlaufen einer endlichen Bogenlänge in der Weise nach A [urückkehrtj 
^5 die Fortsetzung über A hinaus mit dem Anfangselemente AB zusammenfällt. Es 
Qügt also nicht, dass die Geodätische nach A zurückkehrt, denn wenn ihre Fortsetzung 
er A hinaus mit dem Anfangselemente A B einen (von NuU verschiedenen) Winkel 
det, kann man nur schliessen, dass sie in A einen Doppelpunkt besitzt. 

Wenn im Folgenden von den Polygonen einer geraden Kette gesprochen wird, so hat 
m zu beachten, dass dabei Polygone als verschieden anzusehen sind, die verschiedenen 
itenflächen des Polyeders entsprechen. Unter diesen Seitenflächen können sich auch 
ir wohl congruente Polygone befinden, ja es können alle Seitenflächen congruent sein. 

In einer geraden Kette, die zu einer geschlossenen Geodätischen gehört, muss, in 
n soeben angegebenen Sinne, die Seitenfläche 5 beständig wiederkehren, und wenn 
in die ihr entsprechenden congruenten Polygone S, S', S", S'", ... zur Deckung 
ngt, müssen die Stücke der darstellenden Geraden g, die in diese Polygone fallen, 
aifalls zur Deckung gelangen. Da es sich hier am Betrachtungen in der Ebene han- 
It, hat man zwischen eigentlicher Congruent und Symmetrie zu unterscheiden, je nach- 
m die Deckung durch eine Parallelverschiebung an g entlang oder durch eine sol- 
e Verschiebung und darauf folgende Spiegelung an g bewirkt wird. Sind S und S' 
[entlieh congruent, so gilt dasselbe von den Polygonen S", S'", . . . , und man 
lält die gerade Kette, indem nian eine Folge von endlich \ielen Polygonen beständig 
ederholt. Dasselbe gilt auch in dem Falle der Symmetrie von S und S', nur beginnen 
T die sich wiederholenden Folgen der Reihe nach mit S, S", S"", . . . , und eine 
le von ihnen besteht aus zwei Hälften, die in Bezug auf g synmietrisch sind; die 
odätische schliesst sich schon in S\ 

$9. 
Periodische gerade Ketten. 

Eine gerade Kette heisst periodisch, wenn sie durch die beständige Wiederholung 
er Folge von endlich vielen Polygonen entsteht. Wird diese Folge mit 5, T, f/, ..., Z 
«ichnet, so kommen also nach Z in der Kette Polygone 5', T\ U\ . . . , Z', 
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die beziehungsweise mit Sy Ty U, , , . ^ Z congruent sind ; u. s. w. Das Stück einer Achse 
g der Kette, das in 5 T f/ ... Z liegt, werde mit ^ P bezeichnet, die ihm in S' T U' ... Z' 
vermöge der Congruenz entsprechende geradlinige Strecke mit A'F, Dann lässt sich 
zeigen, dass AP und A' P' Stücke einer und derselben Geraden, also einer Achse der 
Kette, sein müssen. Würde nämlich die Verlängerung von AP das Stück A' P' nicht 
enthalten, so wären AP und A' P' entweder parallel oder sie bildeten mit einander 
einen (von Null verschiedenen) Winkel. In dem ersten Fall würden die Strecken, die 
vermöge der Congruenz aus AP hervorgehen, sich bei der Wiederholung der Folge 
von der Verlängerung der Achse immer mehr entfernen, während doch die Länge 
der Lote von den Ecken der Polygone auf die Achse eine endliche obere Grenze hat, 
in dem zweiten würden alle diese Strecken Tangenten an einen Kreis sein, deren Be- 
rührungsradien mit einander gleiche Winkel bilden, und man würde, wenn man auf 
der Achse wandert, schliesslich in die Nähe von A zurückgelangen. Beide Annahmen 
führen demnach auf einen Widerspruch mit der Voraussetzung, dass die Kette gerade 
sein soll. Hieraus folgt, dass die Folgen einer periodischen Kette zur Deckung gelangen, 
wenn man sie einer Parallelverschiebung entlang einer Achse der Kette unterwirft 

Die Grenzgeraden einer periodischen Streifen-Kette sind berührende Gerade; denn fallt 
man von den Ecken der Polygone die Lote auf eine Achse der Kette, so erhält man 
nur eine endliche Anzahl verschiedener Lotlängen, und bei den Grenzgeraden muss 
darunter die Länge Null sein. Aus demselben Grunde ist die Achse einer einfachen pe- 
riodischen Kette eine berührende Gerade, und ihr entspricht also eine singulare geodä- 
tische Linie. Hieraus folgt, dass eine reguläre geodätische Linie nur dann geschlossen 
sein kann^ wenn sie einer Schar paralleler Geodätischer angehört. Ist aber eine Geodàti- 
sehe einer Parallelschar geschlossen, so sind es alle; nur das Verhalten der singulären 
Geodätischen, die den beiden Grenzgeraden der Schar entsprechen, bedarf einer be- 
sonderen Untersuchung. 

Bezeichnet man als Länge einer geschlossenen Geodätischen die Bo- 
genlänge von dem Anfangspunkte A bis zu der ersten Wiederkehr nach A^ so erkennt 
man leicht, dass alle Geodätischen der Schar dieselbe Bogenlänge besitzen, höchstens eint 
ausgenommen, der die halbe Bogenlänge T^ukommt, Dieser Ausnahmefall tritt ein, wenn 
auf 5 zuerst das an g gespiegelte S' folgt; da eine solche Spiegelung nur in Bezug 
auf eine Gerade der Schar möglich ist, gibt es höchstens eine solche Geodätische, die 
Symmetrale genannt werden könnte. 

§ 10. 
Machtigkeits-Betrachtungen. 

Die Mefigc der t^u einem Polyeder gehörigen periodischen geraden Ketten hat höch- 
stens die Mächtigkeit der Menge der uatürlichen Zahlen, denn versieht man die Seiten- 
flächen mit den Zahlen o, i, 2, ... , r — i, so entspricht jeder periodischen Kette eine 
Zahlenfolge, die durch Vorsetzen von « Null Komma » in einen periodischen echten 
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Bruch des r-adischen Systems verwandelt wird, sodass jede periodische gerade Kette 
lurch eine rationale Zahl characterisiert wird. Hieraus folgt weiter, dass sich die Menge 
1er geschlossenen Geodätischen einer Polyederfläche, wenn es deren überhaupt gibt, 
tetig auf eine abzählbare Anzahl von Strecken abbilden lässt, während gleichzeitig die 
Vlenge aller Geodätischen stetig auf die Punkte einer Ebene abgebildet wird. 

Betrachtet man die Gesammtheit der Geodätischen, die von einem Punkte A aus- 
gehen, so kann eine jede höchstens einer Parallelschar angehören, daher bilden die von 
A ausgehenden geschlossenen Geodätischen eine durch die natürlichen Zahlen abzählbare 
Menge. Ihre Anfangselemente A B können allerdings überalldicht in der Menge der von 
A ausstrahlenden Elemente AB liegen; das ereignet sich zum Beispiel beim Würfel für 
jeden Punkt A innerhalb einer der Seitenflächen. Man hat hier eine gewisse Analogie 
mit dem Verhalten der geschlossenen geodätischen Linien auf gewissen Flächen, deren 
linienelement den LiouviiXEschen Typus hat; vergi, meine Abhandlung in dem 130. 
Bande des Journals für die reine und angewandte Mathematik (1905). 

s II- 

Beispiele geschlossener Geodätischer. 

Mein College K. Rodenberg in Hannover hatte die Freundlichkeit, mich darauf 
hinzuweisen, dass bei den regulären Polyederflächen geschlossene Geodätische vorkommen. 

Um bei dem Würfel eine geschlossene Geodätische zu erhalten, braucht man* nur 
in der in Quadrate geteilten Ebene (§ 5) durch zwei Punkte P und 2, deren Abscis- 
sen und Ordinaten sich um ganze Zahlen unterscheiden, eine Gerade g zu legen ; denn 
versieht man die Seitenflächen des Würfels mit den Zahlen o, i, 2, 3, 4, 5 und 
trägt auf g von P aus beständig die Strecke PQ ab, so ist den Endpunkten dieser 
Strecken durch die Seitenflächen, auf denen sie liegen, eine unendliche Folge von Zahlen 
der Reihe o, i, 2, 3, 4, 5 zugeordnet, und es muss sich spätestens bei dem siebenten 
Schritt die zu P gehörige Zahl wiederholen, also die Geodätische schliessen. 

Da tg t(; für die Gerade g einen rationalen Wert p/q hat, gehört die geschlossene 
Geodätische einer Parallelschar der Breite r = i/|^/)* -f~ ?^ ^^- ^^^ umgekehrt tg w 
eben rationalen Wert p/q^ so findet man eine Gerade g mit diesem Werte von tf , 
wenn man zwei Punkte P und Q verbindet, deren Abscissen sich um y, deren Ordi- 
nalen sich um p unterscheiden, mithin liefern bei dem Würfel alle Parallelscharen ge- 
schlossene Geodätische. Die gemeinsame Länge der Geodätischen einer solchen Schar steht 
in rationalem Verhältnis zu |//)* -j- y*; allgemein gesprochen sind also die geschlossenen 
Geodätischen um so länger, je schmaler die zugehörige Streifen-Kette ist, und, wenn 
die Breite der Kette verschwindet, wächst die Länge der Geodätischen ins Unendliche. 

Aehnliche .Betrachtungen gelten für diejenigen regulären Polyeder flächen, die sich 
lus gleichseitigen Dreiecken TiusammensetTien ; man hat bei ihnen eine Ebene in ein Sy- 
;tem congruenter gleichseitiger Dreiecke zu teilen. Ganz anders aber verhält sich das 
eguläre Pent agon- Dodekaeder, denn es gibt keine lückenlose Ueberdeckung der Ebene 
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mit regulären Fünfecken ; es scheint, als ob hier nur eine endliche Anzahl von Scharen 
geschlossener geodätischer Linien vorhanden sei. 

s 12- 

Singulare geodätische Linien. 

Wenn eine Geodätische an eine Ecke E von S gelangt, kann sie nur auf einer 
der beiden Seitenflächen T und T^ weitergehen, die der Seitenfläche 5 in Bezug auf 
die beiden von E ausgehenden Kanten benachbart sind. Werden T^ und T, um diese 
Kanten k^ und k^ gedreht, bis sie in die Ebene von S fallen, so erhält man drei Po- 
lygone T, , S, T^ die in E zusammenstosscn, und wenn von E bei T^ ausser der Kante 
k^ die Kante Z^, bei T^ ausser k^ noch /^ abgeht, ergeben sich für die Lage von /, 
und /^ drei Möglichkeiten: i) Zwischen /^ und /^ bleibt ein freier Raum, das heisst 
ein Winkelraum, den in der Nähe von E keins der drei Polygone bedeckt, 2) /, 
und /j fallen in eine Gerade, 5) die Flächen T, und T^ überdecken einander teilweise, 
sodass in der Nähe von E der Winkelraum zwischen /^ und l^ doppelt bedeckt wird. 

Wenn bei dem ersten Fall die Verlängerung des Elementes A E über E hinaus in 
den freien Raum geht, ist die Fortsei:(jmg der singulàren Geodätischen über E hinaus 
unmöglich, wenn aber die Verlängerung von A E m das Innere von T^ oder T^ ein- 
tritt, ist die Fortsetzung über E hinaus gesichert, und E ist nur eine scheinbare 
Singularität. Eine besondere Untersuchung erfordern die Grenzfälle, dass l^ Ver- 
längerung von k^ oder /^ Verlängerung von k^ ist, worauf noch zurückzukommen sein 
wird. Ganz ähnlich steht es bei dem zweiten Fall, bei dem nur der freie Raum w^- 
fiillt. Dagegen ist bei dem dritten Fall für Elemente A £", die in den doppelt bedeckten 
Winkelraum eintreten, eine doppelte Möglichkeit der FortsetT^ung vorhanden, mithin spaltet 
sich die Geodätische in :(u^ei Teile, 

In allen drei Fällen kann es eintreten, dass man als Element einer Geodätischen 
eine Kante des Polyeders erhält. Man darf diese mit demselben Rechte den beiden Sei- 
tenflächen 5j und S^ zurechnen, auf denen sie liegt, und hat von diesen Seitenfllächen 
ausgehend die Fortsetzung vorzunehmen. Dabei werden wieder die drei soeben erör- 
terten Möglichkeiten eintreten, sodass man unter Umständen vier gleichberechtigte Fort- 
setzungen erhält. 

§ 13- 
Grenzübergänge. 

Wenn die Fortsetzung einer singulären Geodätischen auf die angegebene Art nicht 
gelingt, kann man versuchen, durch einen Grenzübergang eine Fortsetzung zu erhalten, 
indem man nämlich eine reguläre Geodätische betrachtet, deren Anfangselement pa- 
rallel zu A E verläuft, und den Abstand der beiden Elemente stetig gegen Null abnehmen 
lässt. 
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Bei dem Tetraeder zeigt die Durchführung dieses Verfahrens, dass die benachbarte 
Geodätische um E herumgehend nach der Ausgangsfläche 5 zurückkehrt, und bei dem 
Grenzübergänge erhält man einen Linienzug, der in gerader Linie von A nach E geht 
und von dort in gerader Linie wieder nach E zurückkehrt ; so kommt man nicht über 
E hinaus, hat aber doch eine befriedigende Aufklärung über die Natur des singulären 
Punktes E erlangt. 

Nicht so günstig steht es, wenn man die Diagonale einer Seitenfläche eines Wür- 
fels als Element A E wählt, denn jetzt ergibt sich, je nach der Seite, auf der die be- 
nachbarte parallele Geodätische liegt, eine andere Grenze, nämlich eine der beiden Dia- 
gonalen der zu S benachbarten Seitenflächen. Bs ist klar, dass keine dieser beiden 
Fortsetzungen eine kürzeste Linie der Würfelfläche liefert, beide sind also zu verwerfen. 

§ 14- 
Fortsetzung Geodätischer über singulare Punkte. 

Dass der Verlauf einer Geodätischen durch ein Element, das heisst den Punkt A 
und die Tangente AB m ihm, nicht eindeutig bestimmt ist, scheint in Widerspruch 
zu stehen mit einem Satze, den Herr G. Darboux auf S. 407 des zw^eiten Bandes 
seiner Leçons sur la théorie des surfaces ausgesprochen hat : Une ligne géodésique est 
pleinement déterminée par la condition de passer en un point de la surface et d'y admettre 
une tangente donnée, Dass dieser Satz nur unter einer Beschränkung gilt, die dem Zu- 
sammenhange, in dem er auftritt, zu entnehmen ist, zeigt das folgende einfache Bei- 
spiel. Wenn die erzeugende Curve einer Rotationsfläche die Rotationsachse in einem 
Punkte A berührt, so sind alle Meridiane der Fläche Geodätische, die durch A gehen 
und in A die Rotationsachse zur Tangente haben. Man erkennt aber, dass die Fläche 
in A keine Tangentialebene besitzt, und der Zusatz, der dem Theoreme von Herrn Dar- 
boux hinzuzufügen ist, besteht darin, dass sich die Fläche in A regulär verhalten muss ; 
die Eindeutigkeit der Fortsetzung bleibt solange erhalten, als die Geodätische keinen singu- 
lären Punkt der Fläche trifft, Dass bei den Geodätischen, die einer DiflTerentialgleichung 
zweiter Ordnung genügen, durch einen singulären Punkt mehrere, ja unendlich viele 
Geodätische gehen können, die alle dieselbe Tangente haben, ist eben so wenig wun- 
derbar, als dass durch einen Knoten einer Differentialgleichung erster Ordnung unzählig 
viele Integralcurven hindurchgehen. 

Die Untersuchung der Singularitäten der Differentialgleichung der 
geodätischen Linien soll den Gegenstand einer zweiten Mitteilung bilden. 

Hannover, den 21. Mai 1906. 

Paul S t ä c k e l. 
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SUI PRINCIPU DELLA MECCANICA. 
Nota di C. Bural i-Forti (Torino). 



Adunatila del 27 maggio 1906. 



Le idee primitive che compariscono nella Meccanica sono molte : alle principali di 
tempo, massa, for^a^ composÌT^ione di forile, equilibrio, attrazione, se ne uniscono altre, 
non facilmente analizzabili, e che, come le prime, sono strettamente coU^ate con fatri 
sperimentali del mondo fisico. Le leggi cui obbediscono queste idee primitive sono e^ 
spresse dai postulati statici e di moto, tra i quali hanno speciale importanza i prindpi 
dei lavori virtuali delle pressioni vincolari e di D'Alembert *). Idee primitive, postulati 
e principi, insieme a fondamentali nozioni di geometria **), formano il modello per la 
Meccanica. 

Costruire un modello più semplice dell'attuale, cioè meno complesso sia riguardo 
.alle idee primitive che ai postulati, ma con lo stesso campo di applicazioni, mi pare 
cosa importante tanto sotto l'aspetto scientifico che sotto quello didattico *^). È appuntò 
questo lo scopo che mi propongo raggiungere ****) in questa breve Nota. 



•) La potenza e generalità di questi principi li mette, naturalmente, a base di ogni importante 
trattazione di Meccanica razionale. 

Per la genesi dei prìncipi e procedimenti che avrò occasione di citare in questa Nota, rimando 
il lettore alla Meccanica ragionale del Prof. R. Marcolongo (Manuali Hoepli, 1905), che, ricchissima 
di importanti notizie storiche, dà, sotto forma chiara, semplice e precisa, completa conoscenza delle 
varie idee che compariscono in meccanica, del loro graduale sviluppo e delle loro applicazioni. 

**) La forma semplice che daremo in questo lavoro al modello per la meccanica, non esige aumento 
di nozioni geometriche ; anzi rende inutili tutte queUe che, più che agli enti geometrici in sé, si rife- 
riscono ai numeri che rappresentano punti, direzioni, rette, ecc. 

***) G. Vailati, TI Pragmatismo e la Logica matematica, 

****) Con metodi semplicissimi e pressoché elementari. 

Le questioni relative alla cinematica, alla ricerca dei centri di gravità, dei momenti d'inerzia, ... 
appartengono tutte alla geometria metricoproiettiva : hanno notevoli applicazioni nella meccanica, nu 
non avendo bisogno del concetto di forza, sono indipendenti da qualsiasi modello meccanico. Viene co- 
me conseguenza che, dato ai corsi di geometria uno sviluppo riguardante più da vicino le applicazioni 
pratiche, la meccanica propriamente detta può dare più ampio sviluppo alle questioni reali e pratiche 
del mondo fisico, specie quando abbia a disposizione un modello semplice e metodi semplici (vetto- 
riali) per il suo uso. Cfr. C. Durali- Forti : Le formule di Frenet per le super fici [Atti Acc. Torino, 
voi. XXXVII (1901-902), pp. 233-246J; Ingranaggi piani [Ibid., id., pp. 393-413]; Sul moto di un corpo 
rigido [Ibid., vol. XXXVIII (1902-903), pp. 155-170]. 



SUI PRIKCIPn DELLA MECCANICA. I53 

D modello che io costruisco contiene due sole idee primitive sistema materiale sem- 
plice^ e tempo *). Vunico postulato è quello del minimo cammino (Kürzeste Bahn) 
Jovuto all'HERTz **), analogo a quello della minima airone di Jacobi. Nel modello stesso, 
e con l'aiuto di poche nozioni geometriche, definisco, sistema materiale fisso o in moto 
libero o vincolato, massa, sistemi di jor%e, composiT^ione, equilibrio, attrazione, ... e de- 
dico tutti gli ordinari postulati, o principi, statici e dinamici. 

Si intende che nel modello io non attribuisco alcun significato fisico ai termini 
sistema materiale^ massa, for%a^ . . . , e molto meno intendo stabilire la natura delle 
forze e il loro modo di agire, ecc. L'applicazione del modello ai casi fisici è identica 
all'applicazione, ai medesimi casi, degli ordinari modelli: si deve, cioè, verificare se gli 
enti fisici cui si attribuiscono i nomi, sistema materiale, massa, forza, . . . hanno, o no, 
le medesime proprietà degli enti astratti omonimi (primitivi o derivati) del modello in 
questione. Che poi, per l'applicazione del modello, vi sia controversia riguardo al signi- 
ficato fisico di sistema materiale (per, sistema planitario, corpo, campo elettrico o magne- 
tico, . . .), massa (per, solido, massa elettrica, . . .), forT^a (per, semplice trazione con una 
fune, azione a distanza, . . .) e riguardo alla defini^^ione fisica di questi enti, è questione 
che esce dal campo matematico e non ha più relazione diretta col modello. A me 
basta constatare che quello che ho costruito ha il medesimo campo meccanico degli or- 
dinari modelli ***). 

H modello dell'HERTz (opera citata) riduce tutto a massa e moto, ma non contiene che 
forze d'inerzia e attrazioni ****) : di qui la difficoltà di applicarlo ai fenomeni fisici, per i 
quali è necessario ricorrere a forze reali (direttamente applicate), almeno tenuto conto 
dello stato attuale della scienza sperimentale e della metafisica di collegamento dei vari 
fatti dovuti all'esperienza. Inokre I'Hertz, più che costruire un modello per i fatti fi- 
sici, pare che intenda esplicare i fatti stessi, riprendendo i precetti di Cartesio e degli 
atomisti ed estendendo all'universo fisico le idee che W. Thomson aveva applicate al solo 
etere. È quindi naturale che nel Kürzeste Bahn di Hertz non sia stata vista che una 
forma diversa del principio di D'Alembert e dei lavori virtuali. Però il principio di 
D'Alembert differisce sostanzialmente da quello di Hertz. Il primo ha bisogno, anche 
per essere enunciato, del concetto à\ for^a con tutte le sue proprietà; il secondo no: 
anzi, permette di definire un ente geometrico cui si può attribuire il nome forxfl^ la- 



•) Tempus ahsolutum, verum, et mathematicum, in se et natura sua sine relatione ad externum 
quodvis, aqualiter fluii, alioque nomitte dicitur duratio. Newton, Phil. Natu. edit, del 1762, p. 6. 

Riguardo alla possibile definizione nominale di moto e quindi di tempo come moto unitario, cfr. 
C BuRALl-FoRTi, Sur V égalité et sur l'introduction des éléments dérivés dans la science [L'Enseignement 
Mathématique, I (1899), pp. 246-261 (p. 260)]. 

*^ Gesammelte ÏVerke von H. Hertz, B. III, Die Priniipien der Mechanik, p. 174. 

***) Ammesse le speciali leggi lîsichc, naturalmente esterne a qualsiasi modello meccanico^ come la 
legge di Newton per le attrazioni, ecc. 

****) Cfr. P. DuHEM, L'évolution de la Mécanique [Revue générale des Sciences pures et appliquées, 
tome XrV (1903), pp. 247-258J. 

Rtmd. Gr. Mattm. PaUrmo, t. XXII (1906). — Stampato il 4 luglio 1906. »o 
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sciando del tutto impr^iudicau la questione metafisica sulla natura delle forze, delle at- 
trazioni, delle masse, ecc. *). 

Sistema materiale semplice, — Chiameremo sistema materiale semplice un ente astrano, 
funzione di un numero (reale, positivo e non nullo) e di un punto (ente geometrico). 
Se m è il numero e P il punto, indicheremo con mP il sistema materiale individuato 
da m e da P. 

St mP^ tiQ sono due sistemi materiali, diremo che mP =^ nQ quando m = n 
t P = Q (cioè, P coincide con Q **). 

Sistema materiale. — Chiameremo sistema materiale ogni classe formata con sistemi 
materiali semplici, m.P. . 

Gli elementi punti del sistema possono formare un sistema discontinuo o riempire 
un campo ad una, due o tre dimensioni. 

Massa, — Nel sistema materiale semplice w ö il numero n chiamasi massa. 

Chiameremo massa del sistema materiale m.P. il numero 

m = 2;^, 

somma delle masse dei singoli elementi. 

Nei sistemi continui, il simbolo 1 si cambierà in un int^rale semplice, o doppio, 
o triplo. 

Moto di un sistema materiale, — Si dà un moto ad un sistema materiale m. A^ deter- 
minando i punti Pi(0 funzioni (continue, ecc.,) della variabile numerica /, tempo y in 
modo che per un dato valore t^ di / si abbia, qualunque sia j, P. (/^) = A^ . 

Il sistema materiale m^P. sia in moto, cioè i punti P. siano determinate funzioni 
del tempo. Col variare di t, il punto P. descrive una linea, la traiettoria di P. . Se i, è 

l'arco della traiettoria, ds^ = modi P.. U vettore -^' = P! indica come varia, col tem- 
po, l'arco della traiettoria, ed è la velocità in grandezza, direzione (tangente in P. alla 

d^P , , , 

traiettoria) e verso. Il vettore -j~ = P" indica come varia, col tempo, la velociti, ed 

è Vaculerazione in grandezza direzione (sul piano osculatore in P. alla traiettoria) e 
verso. 

Chiameremo energia cinetica (0 jorTfi viva) del sistema in moto m.P. il numero 



^ = t1'"^(§)" = tI'-.'^-- 



•) Queste questioni hanno certo somma importanza, ma non possono Tonnare Tunico oggetto degli 
studi di fisica e di meccanica: se Tattività dei fisici si fosse rivolta esclusivamente ad esse, non avremmo 
oggi, probabilmente, nemmeno una delle meravigliose applicazioni della fisica e della meccanica. 

**) Il sistema materiale semplice così definito (in modo astratto) può identificarsi ad una speciale 
formaTJont geometrica di prima specie di Grassmann. 

Per notazioni e denominazioni seguo il mio libro Leiioni di Geometria metrico-projettiva (Torino, 
Bocca, 1904). 
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Infine diremo, con H. Hertz, che 



=/y^^' 



il cammino percorso dal sistema m^P., in moto, dal tempo t^ al tempo / *). 

Sistema vincolato, — Se al sistema materiale m. A^ si vuol dare un moto, in modo 
e per ogm valore di t i punti P. debbano sodisfare a determinate condizioni, allora 
dirà che il sistema i vincolato. 

In dò che segue noi supponiamo che i vincoli (condizioni) del sistema siano dati 
i modo tale che possa applicarsi l'ordinario calcolo delle variazioni per gli spostamenti 
P, (spostamenti virtuali) dei punti P. **). 

Postulato di Hertz, — Se il sistema, libero o vincolato^ ^ì^ì^ ^ i^ moto, allora: la 
âria:!^ione (compatibile coi vincoli) del cammino fatto dal sistema per passare dalla confi- 
uraliane fissa m . A. alla configura:^onej pure fissa, m.B.^ è nulla. 

Se ^Q, /, sono i tempi nei quali il sistema passa per m^A. e m.5., il postulato 
li Hertz assume la forma simbolica seguente 



«'=«ry^-= 



Eseguiamo la variazione dell'integrale. 
Supposto <p =^ o si ha 

•fio V ^ Jt^ Y2m(f 

Da dalla espressione di <p si ricava 

iostituendo nella formula precedente e integrando per parti 



*) Se il sistema si riduce ad un punto con massa i, allora s è l'arco della traiettoria, perchè 
s= i yp^dt=z f mod F dt= f moddP. 

**) Cfr. Marcolongo, 1. e, per i sistemi olonomi. 

**•) Se si osserva, essendo s il cammino del sistema, che 

dt ^ V m' '^ V m ds ' ^» "" m ds^ VTH^ ^^ * 

precedente espressione di 8i assume la forma 

ntica alla formula che dà la variazione di un arco di una curva (Cfr. G. Peano, Legioni di analisi 
tUtsimah, voL II, pag. 321). 
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n primo termine è nullo perchè X P. = o per le posìzioiii estreme, fisse, del sistema ; 
quindi, se ^5 = 0, è nullo piu^e il secondo, ed è noto ^ che deve annullarsi la funzione 
sotto il segno integrale. 

Dunque il postulato di Hertz è e^vesso daDa condizione sem{dice 

Sistema di forze. — Chiameremo sistema di far^ applicato al sistema materiale m. P. ^ 
una classe di vettori F funzioni dei punti P, , o, almeno, (unzioni della stessa variabile 
(semfdice o complessa) della quale sono funzioni i punti ocnrispondenti P.. 

D sistema materiale m^P. sia in moto e su F- un sistema di forze applicate aj 
sistema m.P.. Diremo che le forze F. sono capad dì produrre il moto considerate: 
quando per ogni valore di / si ha 

(2) l[i^.-«.iT]xAP. = o. 

Viceversa: se dato il sistema F. e le condizioni iniziali dd moto di un sistema 
materiale m,P., la condizione (2) è atta a definire i punti P- in funzione del ternpK)^ 
allora diremo che il moto cosi ottenuto è prodotto dal sistema di forze F. . Nel moto 
cosi definito dalla (2) le F. diconsi for^e direttamente applicate. 

Uno stesso moto può esser prodotto da due o più sistemi di forze ***). Il moto 
definito dalla (2) è, in \irtu della (1), definito anche dal sistema di forze m.P^y che 
diconsi far:(e d'iner:^ia, e la cui funzione potenziale (o energia potenj^iale) è Ç (0 — ^ ■■ 

T (d' 

secondo le convenzioni). Lo stesso moto è pure definito dal sistema di forze — —mP. 

^ ^ 2 <p • ' 

•) E. Pascal, Calcolo delU variaiUmi^ pag. 49, Maniuli HoepH, 1897. 
**) Esprimendo mediante j, la (i) assume la forma 

Si ha pure un'altra forma notevole della (i) che diviene ^>ecialraente utile quando si considerano 
i sistemi di forze che ammettono la Jun^ione poUn^jaU. 

Si ponga ^- = -jw, P/^ ì: u- =z j ^- i(log^). Calcolando i^,- e du^ si e^nimono ìparamein 

differenziali (vettori, secondo Hamilton; cfr. il mio libro, pag. 230) dd numeri ç,- e ii,- fimzioni del punto 
Pi , e si ha 

quindi la (i) diviene 

Xv(«. -?.)X«P. =0. 

Si osservi che m = V « • = ^ -^ cost., e che «, ^ sono le fimzioni potenziali dei due sistemi di 

I "' 
forze — : — ^niiP'-, m, P|' che, come vedremo tra poco, sono capaci di produrre, separatamente, ü 

moto considerato. 

•**) Che sono equivalenti, nel senso che stabiliremo tra poco, per ogni valore di /, poiché dà 
^[f. - m.P['] X SP. = o e 21 [U. - m. P;'J X 5P. = o si ricava ^ [Fi — t/j X 8Pi =0. 
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che si ottengono moltiplicando le /or^e d'impulso, m.F.j per la derivata rispetto al tempo 
di 1(^1^9, e la cui funzione potenziale differisce da 9 (o — ç) per una costante *). 

Compoèizhne di forze. — Siano f . , [/. , F. , ... sistemi di forze applicati ad uno 
stesso sistema materiale m . P. . D sistema f i + t^, •+ f^i + • • • (le F, [/, F, . . . sempre 
con lo stesso indice) è pure relativo allo stesso sistema materiale, e lo chiameremo re- , 
diante dei sistemi F,. , [/^ , F^ , .... 

La resultante di due forze applicate in uno stesso punto è la somma di due vet- 
tori e quindi è la diagonale, ecc. (postulato della resultante). 

Equilibrio, — Diremo che il sistema di forze F. è in equilibrio rispetto al sistema 
materiale m^P., libero o vincolato, quando 

(3) lF,X^P< = o, 

doè quando è nullo il lavoro virtuale delle forze. 

Se per il sistema m.P.y in moto per opera del sistema F., si ha, nel tempo tj 
fquilibrio, allora le (i), (2), (3) danno 

^ lm,F, X XP, = o, Zm,?:' X ^P, = o. 

La prima è sodisfatta per 9' = o oppure per ^ m.F. X ^F. = o, che, derivata e te- 
nuto conto della seconda condizione, dà S 9 = o. Quindi Tequilibrio nel tempo t esprime 
che è nulla la variazione della forza viva, o, in generale, l'energia cinetica è massima 
minima **); e ciò corrisponde al comune concetto di equilibrio. 



*) Consideriamo ad esempio il moto di un punto obbligato a muoversi sopra una linea descrìtta 
da UD punto P funzione di una variabile numerica x, essendo data la forza F, pure funzione di x, di- 
rettamente applicata. Si tratta di esprimere x in funzione di L 

Posto V = mod Fy le (i) e (2) danno 

fm^P' — mF''\ X 8P = o, [F — mP"j X^P = o; 

e poiché 8P è parallelo sl dP queste dicono intanto, che la componente tangenziale di F è tn — F. 

Inoltre la seconda dice che F -^ mF è normale a (iP, cioè che esiste un vettore — Ä, funzione di x, 

(resistenza del vincolo), tale che 

mF'=:F+R, 
che è rordinaria equazione del moto del sistema materiale mP ritenuto da una linea. 

Si osservi che l'equazione del moto non varia ponendo al posto di F una qualunque delle forze 

che hanno m F per componente tangenziale. 

L'espressione generale di /^ è la seguente: 

che è applicabile qualunque sia la variabile x da cui dipende P. Il numero v si determina con i soliti 
metodi. 

*^ Quando in luogo della (3) piaccia porre la seguente, per tener conto di speciali vincoli, 

^FiX^Pi'^o, 
allora la variazione della forza viva risulta nulla o negativa : interpretazione analoga. 
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La (2) esprime dunque il principio di D'Alembert sotto la forma dovuta ad 
EULER *). 

Cerchiamo ora la condizione di equilibrio del sistema di forze F- applicate al si- 
stema rigido m.P^. 

Si ha il teorema: per qualunque spostamento J5 del sistetna i determinata una for- 
maj^ione geometrica a di seconda specie, e infinitesima, tale che, qualunqtie sia il punto 
P- del sistetna Co solo rigidatnente collegato col sistema^ si ha sempre 

Se alla (3) diamo b forma equivalente 

lF,|J{P, = o 
e si sostituisce il SP. dato dalla formula precedente si ha 

lFjJ5P, = lF..[P..a.co] = o; 
sviluppando il prodotto r^ressivo, e ricordando che F,.w = o, la (3) assume la forma 

(3)' VLPìFM = o. 

Se il corpo è libero, allora a può assumere sei valori linearmente indipendenti e la 
condizione (3)' diviene ^P^F. == o che riduce l'equilibrio del sistema alV annullarsi 
di una forma di seconda specie di Grassmann, cioè alle ordinarie condizioni. Se il corpo 
non è libero sussiste la condizione y^PiF.=:o se i vincoli permettono ad a di assu- 
mere sei valori linearmente indipendenti; altrimenti rimane la (3)' per tutte le a linear- 
mente indipendenti (meno di sei) che sono compatibili con i vincoli. 

Equivalenza. — Diremo che, rispetto al sistema materiale m . P^ , il sistema di forze 
F. è equivalente al sistema di forze f/., quando, rispetto allo stesso sistema materiale 
m. P. , le forze F. — U. sono in equilibrio. 

La condizione di equivalenza è dunque per la (3) 

Nel caso del sistema rigido e libero è 

e quindi, tenendo pur conto della (3)', risulta che i sistemi di forze applicate ai corpi 
rigidi possono identificarsi aûc formazioni geometriche di seconda specie del Grassmann ***). 
Attrazione forze interne. — Il sistema materiale m.P. sia in moto sotto l'azione 
delle forze F.. . 



•) Indipendentemente, cioè, dal concetto, poco utile, e spesso ingombrante, di for^e perdute. 

**) G. Peano, Calcoìo Geometrico, 1888; Sopra lo spostamento drl poh suUa terra [Atti Acc. Torino, 
voi. XXX (1894-95), pp. 515-523. Per la dimostrazione di questo teorema Cfr. C Burali-Forti, 5«i 
moto di un corpo rigido (loco citato). 

***) Mediante queste formazioni, il cui algoritmo è identico a quello dell^algebra, lo studio di tali 
sistemi di forze si riduce ad un semplice esercizio geometrico. 
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Si scomponga il sistema w . P. in due (o più) sistemi m. Q. , m^ R- e, corrisponden- 
temente, si scomponga il sistema di forze F. nei due sistemi U. , V. , Dalla (2) si ha 

W I[f/. - «. Ö:'] X ^^ Ô, + Z[r, - m^R'!] xnR, = o. 

Siano ora /. /. , due sistemi di forze relativi ai due sistemi m. Q. , m. R. tali che 

S I[t/<-r/.-m,j2:']xXö. = o, 

cioè tali che : il sistema i7. -f- -^i àìz al sistema m . (2,- , isolato dal sistema totale w. P. , 
lo stesso moto che ha nel sistema totale; e analogamente per V- -f- /. rispetto ad tn-R., 

Possiamo esprimere il fatto ora indicato dicendo che : le forze /. emanano dal si- 
aema m.R. ed agiscono sul sistema m. Q., attraendo o respingendo^ in modo che unite alla 
parte del sistema generale di forze F- che agisce nel sistema m.Q.^ danno al sistema 
W;j2i il moto che esso ha nel sistema generale e indipendentemente dalle forze V., 
Analogamente per le forze /. *). 

Le forze /. , /. possono chiamarsi for-^^e interne e dipendono, evidentemente, anche 
liai modo nel quale si intende decomposto il sistema. Ad es., possiamo considerare come 
parti del sistema gli elementi m.P. e allora la forza K. tale che 

èia resultante delle azioni di tutti i rimanenti elementi del. sistema sull'elemento m.P., 
Comunque si faccia la scomposizione si ha sempre che : le jorTS' interne sono in 
'^uilibrio rispetto al sistema totale, poiché sottraendo da (a) le (fi) si ha 

ZaxSj2, + Z/.xU. = o. 

Se il sistema si riduce a due soli elementi ed è libero, allora ß/ -}- Ä/ = o, cioè 
'= — / che dimostra il principio della a:(ione e rea:(ione di Newton **). 

Ordinari postulati statici e di moto. — Ci siamo già occupati del postulato della resul- 
ante e dei principi dei lavori virtuali, di D'Alembert, di Newton. Esaminiamo ra- 
lidamente gli altri. 

n principio di solidificazione risulta dalla (3), poiché essa non cessa di esser verifi- 
ata se gli spostamenti ^ P. si assoggettano ad ulteriori condizioni, compatibili con quelle 
ià date. 

L'aggiunta di un sistema in equilibrio, non altera l'equilibrio o il moto, poiché, se 
^l/. X ^^i = o, le (2), (3) sussistono ancora ponendo U. + F. al posto di F.. 

Si consideri il sistema libero wP, formato da un solo punto con la massa m. Se 



*) Se le forze F,- sono nulle il moto del sistema può considerarsi come dovuto alle attrazioni, che 
izionano come vincoli immateriali del sistema. In generale le reazioni dei vincoli possono considerarsi 
ne forze interne, e poiché queste sono in equilibrio, si ha il principio delle reazioni vincolari. 

**) Actioni contrariam semper et äqualem esse rcationcm : sive corporum duorttm actiones in se mutuo 
per esse äquales et in partes contrarias dirigi. 
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questo sistema è in moto e la forza F che lo sollecita è nulla, allora la (2) dà 

ma questa deve esser verificata qualunque sia XP, e dovrà quindi essere P" =^ o, ci« 

F = F = cost., P = P^ + tV 

con P^ punto fisso. Dunque: ogni carpo persevera nel proprio stato di quiete di m(p 

uniforme e rettilineo finche non interviene [cfr. (2)] una for^a esterna. 

n precedente sistema sia in moto per l'azione di una forza F non nulla. Come 11 

caso precedente si ha 

mP' = F, 

la quale dimostra che : Vaccelera:^ione i proporzionale alla for:^a applicata, ecc.; Vaccekr 
Xione prodotta da piü jor^e Ï la somtna, ecc.; sotto l'a:^iûne di unaforT^a costante un purm 
materiale assume moto rettilineo ed uniformemente acuì erato *); ecc. 

Torino, Maggio 1906. 

C. BURALI-FORTI. 



•) Perchè se F e costante, da P" = - -- F si ricava 



P'=y. + -^-F, P=P^ + tF^ + ^F. 



i6i 



DIE RESULTANTE BINARER FORMEN. 
Von Paul Gordan (Erlangen). 



Adunania del 13 maggio 1906. 



Bezoüt hat für die Resultante Rj^ zweier binärer Formen 

eine I)eterminante von m -^ i Reihen aufgestellt. 

Da es schwer ist, für grössere Zahlen m sie auszurechnen, habe ich Math. An- 
takn Bd. III (1871) einfachere Methoden ^ngegebep, um ihren Wert ^u bestimmen. 

Ich habe dort sowohl für R^^ als auch für die Covariante /?, deren Verschwinden 
ussagt, dass / und 9 mehr als eine Wurzel gemein haben, symbolische Produkte 
igegeben. Es gelang mir aber damals nicht bis zum Endresultate vorzudringen. 

Inzwischen sind andere Forscher zu geschlossenen Ausdrücken gelangt; ich erinnere 
1 die ausgezeichneten Arbeiten von E. Pascal *) und von Waelsch **). 

Nunmehr ist es mir gelungen, Ueberschiebungen anzugeben, durch die sich R.^ 
ad p ausdrücken lassen. 

Mein Resultat ist dieses : 

Aus / und 9 bestimme man die Formen 

Ka (darunter h^^ = l,; K^=g^) und \ 
litteist der Formeln: 

*..., = öT+^^^^U, t)- (vm, .3) ~) 

V... = Z('»<'*i)(V. '.O-*-*-' (v. 4) 

kX ^ 



*) Sopra un metodo per esprimere una forma invariantiva qualunque di una binaria cubica, medianU 
elle del sisUma completo fRendiconto dell'Accademia delle Scienze Fisiche e Matematiche di Napoli, 
ie II, voi. I (1887), pp. 245-251]. 

**) Ucber die Resultante binärer Formen [Sitzungsberichte der Kais. Akademie der Wissenschaften 
Wien, Bd. CXIV (1905), S. 1143-1146J. 

•**) (VIII, 13) bezieht sich auf Formel (13) des VIII. Capitels dieser Abhandlung. 

tCmd. Circ. Matern. Palermo , tomo XXII (1906). — Stampato il 26 luglio 1906. >i 



l6a PAUL GOXDAN. 



/mV /«y/2« — a+ i\ 

^ y^ .y^p-i V P /\P/Vp + <^ — ^/Vp + <^— ^/ m 2 I 
^r^"-' TiiiA /2m+i— X — » + p\ v^^ 2, I 

\p; V P+»-^ / 

und aus ihnen J?y^^ und /» mittelst der Formeln : 

c.A_ = (« + i)!Ä/, (vni,! 

U=/> = C.[/.- A./_. + ^A./_ ... fcll^A_/.] (VIII,8)und(VII, I 

^.=n(7)- W 

i— o 

Als Beispiele geben wir die Resultanten von Formen bis zum 6'" Grade. 

Die Resultante zweier quadratisoher Formen. 

m = i; l. = 2C/, 9); ^, = -(/./.)'; A, = — ^.; A, = 2/?^,; p = l,. 

Die Resultante zweier kubischer Formen. 
P = 2iK-gJ,). 

Die Resultante zweier biquadratisoher Formen. 

^ = s; ^ = 4(/, ?); ^, = 7(/?)'; *.. = -('0^ -TO>J' + é*" 
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Die Resultante zweier Formen 5*" Srades. 

K = Q. KY + fa. *. J* - S(*.. . K.y + f ^. i^.. 
f,=(u.)'+f(*.>;.y+7<^ 

*,. = a Kr + fta *")* + (.KKT] - 7,(.K Ky + t(?. *" + ^.*») 
^=^.; ^ = fî— f.; ^ = ^î — 3?,^, + 2^, 

\ = g\ — iog\g, + 15^,^^ + 20 g]g^ — 20^, ^j — 50^.^^ + 24^j 
Die Resultante zweier Formen 6'*° Grades. 

K=HK ly - ^0A,r - fsKA,y - tìkk^ + 1^:^ 

1 ',=ia.^.y +Ha. *.,y +T^,i. + 'iQ>..Ky + i^,^, +74*..*.. 

*M=7a.*..y -7(*..*»)* +H(*»^y -7(^*^5)' + TS.K 
s.=-(.w-li''.^^^y~HKKy 
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EINLEITUNG. 

Die Elemente c.^ der BEZour'schen Determinante 

sind nach Cayley die Coeflicienteii der Fundamentaìcombìnante 

V ih 

R selbst ist eine Combinante vcm / und 9 und lässt sich s)mibolisch als Invariante vc 
r'^s^ durch die Determinante 



A _ = 



{rsTCrsJ- .. .(r5j- 
(r,5r(r.O-...(r.5.r 



ausdrücken. 

Die Unterdeterminanten 

_dg_ 

der BEZouTschen Determinante hängen nur von der Summe der Indices ab, wir setze 

Yik ^= Yi-hk • 
Der ARONHOLDsche Prozess 



^c, = (- 1)'-'(7) (7)er'-'çr* (vm, 



führt R in die Covariante 

p = Pi" = Sä,,, = Ç(- ly (7)ïp^'"''^' (^°^ ^ 

über; sie erhält, wenn /, 9 nur einen linearen Faktor a gcmeifi haben, den Wenh x.^ 
und verschwindet, wenn sie einen höheren Faktor gemein haben. 

Von den Covarianten der Fundamentalcombinante verwenden wir nur diese 

h^yx) = (ri.rCr.iJ- . . . (r, _,.,_,)- C.^^C (V, i) 

deren i" 

sie selbst ist. Sie setzen sich aus einander mittelst der Formel zosâmmen 

(2) [^a^), K(jOr = K^{y^) (V, i) 

in welcher die Ueberschiebung sich auf die Variabein :^ bezieht. 
Die h^ lassen sich in Polarenreihen entwickeln 

*v = ? /2„, _ i + A (*v»),"-*."-»Cy^y- 
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Die h^y sind die Elementarcovarianten von h^ 

*»,<, = ('•0"(^0" ••• (^^^-.r(^-.0"^"::::,^:-"; 

im Besonderen setzen wir 

*»o = '» = (''^)"<'-.^.)" • • • (^_,^,_.)'"^"*_„.C 

*.« = g.= (rsyi^r, sy . . . (r._, 5._.)"'(f,_. s)". 
Der ARONHOLDsche Prozess führt die ^ in die / über 

h. = (-iT'K-,' (vn, 12) 

Auf Seite i wurden die Elementarcovarianten Jb,^ aus den Ueberschiebungen (/?)''"*'' 
bestimmt; die übrigen h^^ berechnen wir aus ihnen nach (2). Hierbei benutzen wir 
die Reihe 



I. CAPITEL. 
S I- 



Der ü-Prozess : Û(f7) = ^^ - ^^^ . 

1. Ist Î7 eine Polare, so verschwindet 11 (t7). Verschwinden die o" Elementarco- 
variante von U und ü([/), so verschwindet auch U, 

2. ü[r:s;(,xyy] = *(m 4- « + A + OC^^Cx;-)*- + mnÇrsyr' s;-'(xyy. 
5. Nach der Formel 

ist diese Form eine Polare, ihr Ù verschwindet. 

S 2. 

Beweis. 
I.) Für y =: X gehen beidfe Seiten in (rsj* über. 
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2.) Der O-Prozess Uefert finker Hand 

\ * / 

und rechter Hand 

V * / 

Beide Seiten stimmen ûberein. Für m = ii wird unsere Formel : 

(-y 

S3. 
Symmetrlsclie Fonncn. 

1st r"j7 = ''r^r *** 'S* "^'* Forai sjininetnsch, es ist dann 

(Hy^' = o 

/«y 

Beispiele. 

risi = (Ö);, + v('^);'(>*)' + jO^yyCy^y- 
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§4- 
Alternierende Formen. 

bt r"j" = — r"i" so ist die Form alternierend, es ist dann: 

(77)'P = o 

( « y _ 

(I') r;s: = l //üaifex ^' '^r-^'-' ^ *>'**' • 

Beispiele. 
»"/. = t('^)0'*) 

rlsi = i(FsX,(jx)-{-^(7-syCyxy 

risi = i(^V(y^) + H(^)>(>^)' + i(Fsy(y^y- 

§5- 

Für it X > ist 

V p / 



Beweis. 

Die Ueberschiebung linker Hand bezieht sich auf die Variabein ;(, führt man sie 
US, so erhält man die Polare (/>p* y*) ^_,x x , wendet man darauf den Ü-Prozess an, 
) entsteht eine verschwindende Form. 

Um die Richtigkeit von (2) nachzuweisen, ist zweierlei zu zeigen, erstens dass 
Î für jf = X gilt und zweitens, dass das 12 der Summe verschwindet (§ i). 

I.) Für X = }f gehen die Ausdrücke linker und rechter Hand in p*^"^ q\ über. 

2.) Das ü unserer Summe hat die Wene : 



ï6% 
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C) 






=^(j^ypT-^-9^^'t^'(p9r' 



u.) 



(f + i)(m — p) 



P)(^ - P) 



verschwindet also. 

In dem Falle, dass k = m ist, redudert sich unsere Summe auf das Anfangsgi 
p = o 



es wird also 



\o ) 



In dem Falk \ = o redudert sich unsere Summe auf das Anfangsglied p = ( 

■■■■■ (":')(:). 



P'rq\ = 



es wird also 



0= 



iy^yp.qW.ipqy. 



% 6. 
Vertaiischiiiig von x tmd 9. 

Veruuscht man in Formel (2) die Variabein x mit den Coefficienten q und in 
tipliciert man mit p'^'^qT'^, so geht sie in diese über 



o)p:-'<i:''v 



Vf/ 

in welcher sich die Summe über die Zahlen p erstreckt, für welche 

p ^ > ; f ^m — k 



ISL 
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Weitere Polarenreihen. 

Das Produkt 

kann in diese Polarenreihe entwickelt werden : 
/P + ^ — *\ /P + ^ — ^\ 
4 /2m + I + 2p — 2X — t\ '<P^)yP^fn-X-',Kxy) 

welche sich über die Glieder erstreckt, für die 

o^T^p-f-w — * 
ist Setzt man 

\ — p -|- T = <r 
so erhält man die Sunm[ie 

\ p+«-x ; 

sie erstreckt sich über die Glieder, für welche 

o^P + <r — X-^p4"^ — ^'y P-^^ — ^ 

also: 

(4) m-f-<»^fc + ^; tn — a^k — ^ 

ist 

Trägt man diesen Wert in (5) ein, so wird 

V p >! l p-K->^ / 

Hier ist, wie oben erwähnt 

für m = Ä:, p = o : I ) ^^ ^ 

und für X = o, p = o : ■ ) = ^ 

zu setzen. 



IL CAPITEL. 

§ I. 

Definitic 

Schreibt man (5): 



Definition der C^^^x- 



m-»-<T— fc— A 



Rmi, Cirt. U^Um. J^aUrmo, t. XXII (1906). — Sumpato U 26 luglio 1906. 
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SO haben die numerìscben Coeffidenten C die Werte: 

/'»-*w>\ /p + ^-n/p + ^-n 
v?/ V p+»-> >^ 

wo 

ist. 

Fût w = i, ^ ^ X 

(4) ^ , C^^ — o 

Fût Iff = i, a ^ X 

^^^ p- ^i^ C^=i 

Fur w > 4, X = o 

Wir wollen uns bei ihrer Ausrechnung auf die Fälle beschränken, wo 

1. m-f-<i-|-i-f-X eine grade Zahl ist, 

2. für gradzahlige m auch 9, i, X grade Zahlen sind. 



S 2. 

Fall III + a = t 4. X. 



Da hier 

m — h — p^o, p + ^ — X^o 

ist, so reduciert sich unsere Summe auf das Glied, für welches 

p = m — Jk = a — X 
ist. Es wird 

(7; ^«<Ta — 



CM") 



§5. 
Fall <T = o. 



Da p ^ X ist, so ist p + d — X ^ o. 
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Die Summe redudert sich auf das Glied 

p = X 



and wir erhalten die Formel 

(8) 



^MOU. 






S4- 
FaU > = I. 



^mok- 



(9) 



/« — Ä\ /w — * + p\/m— i+p\ 
'—'^^ *^ /m\ /2m — (T + p\ 



= (- 0"- 



(2m — <y\ 



m /2w — <x -f- I 



rv+o - 



Si- 
Fall m — k = i, m + <i>ili + X 



10 



Nadi (3) ist <i ^ X -{- I und ». r.<T > X — i und <t — X eine ungrade Zahl; 
in ist » =: X 4" I- 

y >\ /p + ;;,_n 

r -'x'f xY^- V P/ V P+i / 

^«A*.,-.-.A ^V. V /m\ /2OT— 2X + p\ 

\p/v p+i ; 

I I ^ V 2 ; _ I 



') 



2 "^ m /2m — 2X-}-i 



/2m — 2X + i\ 



+ 



X m -f- I — X 



2 '^2m2m-|"i — 2\' 
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S 6. 
FaU îi = 2. 



^mOht 



(II) =(-0" 



/«-*\/2\ /p + «_*\/p + m-2\ 

q — 2/\q — 2/ 2(m — t)\ q— i / \q — i / 

(2m — I — <t\ m /2m — <t\ 

<T — 2 / \ a— I / 

m — k\ /2 + m — k\ / ^ 



+ 



r7*)c+rO(:) 



s 7. 
Fall m — * = 2. 



(12) 



' r - Y r- I V— =^ \ p)( p) (p + <^-v(p + "-0 

Vp/ V p + «t-x ; 

\ff_x;\^<T_x/ 2X yq — x + i/yq — x + i/ 



= (-0' 



( 



2X 



-I — <T — X\ m /2m + 2 — <T — X\ 

(T — X / \ d — X + I ) 

(2) ^<T-X + 2)Vq — X + 2J 



§8. 
Definition der (makX). 



Das Produkt 



(13) 



(ry (")" C"-;+-) 



^2 m — jt+ i\ /2m — X-f- I 
bezeichnen wir mit (maikX), 



r-/+-)r~x^+-) (:)' 



QaU = ('»ff*X) 
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Sì». 
Spedale Fane. 



Fûr»>5i 
(14) (marni) = 

T 

{15) (m\m\) = 



m -f" I 



{,6) 



/mV /m-k\ 

(m<r*o) = (— O't ^ */ ■ , , *" V ^ 

(17) (mon)- _^^_j^. /2m--k-\-i\ 



(18) (maoo) = (-i)' 

(19) 



kO" 



(mo*o)=: _\_^ 

V * / 

fâr m + (T = i -j- \ 

(r)(r)*(l)r^') 



(a>) (m<i*X)=- 



C"-/+')r~.*+')(:)' 



III. CAPITEL. 
S I. 



(m a * o) = (- %. ^*/, V V" , (n, 16) 

V k ) \a) 



(5120) = ^; (3210) = -i-; (4220) = |; (ji2o) = — j; (5210) = ! 
(5140) = -7; (5230) = ;^; (5320) = — ij; (5410) = y. 
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S 2- 






(3021) = ^; (4022) = H; (5021) = V; (5032) = i|i; (5041) = 

S3- 
Fûrm + « = * + 5iist 

OC) çy r-:-") , 



(m<tkX) = 



r"»'^") r~>'^') o" 



(3122) = ^; (5142) = H; (5133) = ^; (5243) = H; (5344) = 

S4- 



c.,». = (- 0° 



• (:r.*)(rr.-) „-> ("-.*+■)(:) • 



/2IW tT\ 

\ O—I ) 



m 



r-;+') 



(mV /2ffi — <T+ i\ 

* / « \ g / 



'maki 



C =: -L- C -• C z= •^- C -i* C i- 

S"» ■* S5I« 7' $J)» «4* $4«» î$' SS" 1$ 

(3in)=o; (3221)=— -f; (33ii)=4; (5iii)=_|; (ji3i)=i.; (5241)= 
(5221)=-!; (53ii)=i; (5331)=^^ (542i)=-7; (55ii)=i 

§5. 
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/ w Y /mV ìim—n 



H 



(:±n c"-^+-) (4.) 



13) 



r =^ i-- C = 

53" 18* $34» 

(3322)=-:!; (5342) = - 



Î2- C = 

70 * $443 



i- C 

a$> $S44 



_7^ 
30 



f; (5443) = — f; (5544) = — 7- 



§6. 



. = (-iy 



(m — *\/w — 2\ /i + ^ — k\/m— i\ 

<r — 2/ \q — 2/ m — ji;\ g — i /\<r — 1/ 

(2m — I — <s\ m /2m — <x\ 

a — 2 / \ (x_ I ; 

, rr')('+r *)(:) " 
^ "{—/+■)(-.-) (:)■ 



Gi,ii) 



c„,».(n,i3) 



=_i. r =2- c — i.- c — — • r ' • r il- r 

« 14» ^44»» «o» ^^S«" Jo' "^Jija )o» ^55»» 140' S4>» — 17$» SJ>» — 

(4222) =-i|; (4422) = ^; (5122) = î|; (5232) = -|j; 
(5322) = ^; (5432) = ii; (5522) = — ^. 



$0 



§7- 



■-a 



= (- 



.<y-X 



■/ 2 \/«-n / 3 \/i + «-X\ 

(2m-\-i — (T — X\ m /2w» -j- 2 — <T — X\ 
«T — X ; V (T-x-j-i ; 



+ 



X+i 

W V(T-X + 2)(g-X + 2 ) 

ff - 

X+2 



(D e^+JxVr^) J 



(n, 12) 
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/my /mV /2m — <r-i-i\ 
(m, 1, m - 2, >) _ _j_3v .2m-5i+i\ piy ^-.'.-«A (i^' 



c = !.. r — i. 

5J» 7 ' $$}J 75 

(5553) = -ii; (5533) = H- 



IV. CAPITEL 
S I- 



Die Form 

iV=(r5)rl^57 
ist dne simultane Covariante der Formen 

Diese 3 Formen haben die Elementarcovarianten 

Ij = (r 5)' r;-' f ;-' ; M^ = (Ä S)^ ä:-^ S^ ^ 

A^, = (r5)-(Af)'lîr"5r'. 
Die ^, sind Aggr^ate der Ueberschiebungen 

(A> ^J; 

wir wollen sie als solche in den folgenden Fällen darstellen. 

i*" Fall. 
m ist eine grade Zahl und L, M, N sind symmetrisch. 

2"' Fall. 
m ist ungrade, L, M sind symmetrisch, N ist alternierend. 

3'" Fall. 
m ist ungrade, L, N sind sjrmmetrisch, Af ist alternierend. 

4"' Fall. 
m ist ungrade, L, Af, N sind alternierend. 

Im i"° FaUe hat man Z,,p^, i= o; M^^, = o, JV,^^, = o 
» 2"" » » » 4p*. =0; Af,p^, = 0, N,p = o 

» 3"'' » » » V. = °' ^>p = o> ^.p*. =0 
» 4'" » » » /.,p = o; M,p = o, N,^ = o. 
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r;s;; = 



Die Polarenreihen der Formen i, M, N, 

Nach (i*), Capitel I hat man die Reihen 

/mV 

^ ("V 

(3) (r5)"i?;C ^J V_^/_^ ^v (N,V-.,..-.(^xy 

\ <^ / 

in denen in unseren 4 Fällen viele Glieder verschwinden. 

Ueberschiebung der Reihen. 

Schiebt man (i) über (2) m Mal in Bezug auf die Variabein ;(, so entsteht (3). 

c^y (Ty 

Nun ist nach (i) Capitel II: 

Wir tragen diesen Wert in (4) ein und vergleichen die CoefEcienten von (yx)". 
; wird 

Die Summe erstreckt sich über die Glieder, für welche 
) k -\~ X ^m -{- g; k — 1 ^ m — a; >. — k ^ m — a 

itmd. Cire. Mmem. Palermo, t. XXII (1906). — Sumpato il 17 luglio 1906. 1} 



) 
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S4- 
Fonnel (5) im i*" Falle. 

Hier ist m grade; L^^^, Af,^,, N^^, verschwinden. 

(7) N„='^(2m, 2«, 2i, 2>)(i:,„ Af^"-*'-'-^ 
Die Summe erstreckt sich über die Losungen der Ungleichungen 

(8) m + <y^* + l; m — 9^k — \; m — a^\ — k. 

Für it ^ 1 haben die Glieder, welche in einander durch Vertauschung von k m 
X übergehen, dieselben Coeffidenten. 

Beispiele. 

I.) 2w = 2, 2a = o. 
Ungleichungen 

* + >^i; k — X^i; \ — k^i. 
Lösungen 

(o, o), (i, o> 
Coeffidenten 

(2000) = I ; (2020) = -i . 

(9) K = (^o, AfJ + t(^.*^. + ^. Af J 

2.) 21» = 2; 2<T = 2. 

Ungleichimgen 

* + X^2; * — \^o; X — *^o. 
Lösungen 

(o, o), (i, i). 
Coeffidenten 

(2200) = I, (2222) = - 

(10) K=iL^Ky+ìL^K 

3.) 2m = 4, 2<i = o. 
Unglächungen 

Jb + X^2; k — \Z,2; X — * ^ 2. 
Lösungen 

(o, o), (o, i\ (02), (i, i). 
Coefficienten 

(4000) = I ; (4020) = y ; (4040) = -i- ; (4022) = ^ . 
(II) N„ = ^L^Uy + f [(Z.„M,y + (4MJ] + j(I„M^ + I,AfJ + |^4M, 
4.) 2 m = 4; 2(j = 2. 
Ungleichungen 

k + \Z,3; k — \Z,i\ \ — kZ,i. 
Lösungen 

(o, o); (o, o); (i, i); (2, i). 
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Coeffirìenten 

(4200) = I ; (4220) = j- ; (4222) = — ^ ; (4242) = 7 • 

5.) 2m = 4, 2(T = 4. 
Ungleichungen 

* + X^4; Jk — X^o; X — *^o. 
Lösungen 

(o, o), (I, I), (2, 2). 
Coeffiaenten 

(4400) = I ; (4422) = j; (4444) = j. 

§5. 
Fonnel (;) im 2"" FaUe. 

Hier ist m ungrade; L , ^ip+,i •^ip verschwinden. 

('4) K... = Ir^^*" + '' ^"^ + '' ^*' ^^)(^'»' ^J""*'*-'"'*- 

Die Summe erstreckt sich über die Lösungen der Ungleichungen 
(15) ife+X^m-j-<x+i; k — X^m — a; X — Jk^m— <x. 

Die Glieder, welche durch Vertauschung von k mit X in einander übergehen, 
baben dieselben Coeffidenten. 

Beispiele, 
f.) 2m + I = I ; 2<T -f" I = I- 
Ungleichungen 

* + X^i; k — \Z,o; \ — kZ,o. 
Lösung 

Coemaent 

(iioo) = — I 

16) N. = _ (I„Af J». 

■) 2m -j- I = 3, 2<T -j- I = I. 

Ungleichungen 

Ä + X^2; Jfe — X^i; X — Jk^i. 
Lösungen 

^ ^ (o. o)» (I, o), (1, i). 

Coemcienten 

(3100) = — i; (3120) = — ^; (3122) = ^. 

AT. = - (4M„y - ^[(I„MJ + (4MJ] + ^i;Af, 

2 m -f" I = 5) 2<x -j- I ^ 3. 

Ungleichungen 

Jk + X^j; Jk — X^o; \ — kZ,o. 



l8o PAUL CORDA N. 



Lösungen 

(o, o), (I, i). 
Coefncienten 

(3300) = - i; (3322) = — ^. 

4.) 2OT -j- I =5, 2<I + I = I. 

Ungleichungen 

Ä! + X^3; k — X^Z; \ — kZ,2. 
Lösungen 

(o, o), (i, o), (2, o), (1, 1), (2, i). 

CoefHcienten 
(5100) = - i; (5120) = — f; (5140) = -!; (ji22) = f^; (5142) = ^ 

5.) 2m+ 1 =5, 2<i-j- I =3. 

Ungleichungen 

ife + X^4; Ä — X^i; X — A^i. 
Lösungen 

(o, o), (i, o), (i, I), (2, ï) (2, 2). 
Coefncienten 

(5300) = — i; (5320) = — ^; (5322) = ^; (5342) = — -i; (5344) = ^ 

(^2o)N^=-^LMy-mM.y-HLMoy}^-}^LMy-%LMy^L^My]+^Lh 
6.) 2m+ I = 5; 2<i + i =5. 
Ungleichungen 

k-\-\^S; k — -k^o; X — Ä^o. 
Lösungen 

(o. o). (i, 0. (2, 2). 
Coefncienten 

(5500) = — i; (5522)=-^; (5544) = — 7- 

(21) iV, = - (4Af jo - ^(I,M.)* - f (i.M^y. 

S«- 
Formel (5) un 3'" FaUe. 

Hier ist m ungrade; L,^,, M^^, ^,^, verschwinden. 
(M) N„ = ^i2m + I, 2.T, 2k, 2X + i)(I.,M.,^,y'"— '-^•. 

Die Summe erstreckt sich über die Lösungen der Ungleichungen 

* + >^m4-<i; k — 'k^m-\' I —a; X — jk^m — <y. 

Beispiele. 
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Ungleichungen 

* + X^i; k — \^2; •k — kZ.i. 
Lösungen 

(o, o), (i, o), (o, i). 
CoeflSdenten 

(3001) = |; (3021) = ^; (3003) = i-. 

(24) N^ = 2(i^M.y + f„Z,.M. + i-4Af,. 

2.) 2»! -j- 1 = 3, 2<I = 2. 

Ungleichungen 

*-j-X^2; k — \Z,i; \ — kZ,o. 
Lösungen 

(o, o), (i, o), (1, i). 
CoefiBcienten 

(3201) = -^ ; (3221) = — I ; (3223) = ^ . 

3.) 2 m -j- ï = 5, 2 ff = o. 

Ungleichungen 

Ä + X^2; ife — 5^^3; X — *^2. 
Lösungen 

(o, o), (i, o), (o, i), (i, i), (o, 2), (2, o) 

Coeffidenten 

(5001)= |; (5021) = ^; (5003) = ^; 

(5023) = §; (5005) = |; (5041) = f,. 
f26i S ^^ = ^(^oA^.y + ?(4Af.y + HC^Af,)' + f I,M, 

+.) 2« -j- I =î 5, 2<I ^ 2. 

Ungleichungen 

* + ^^3; * — ^^2; X — *^i. 
Lösungen 

(0,0), (1,0), (0,1), (1,1), (2,0), (2,1), (1,2). 

Coeffidenten 

(520Ï) = i- ; (5221) = — i- ; (5203) = ^ 

(5223) = -è; (5241) = - f; (5243) = H; (5225)=:-. 

5.) 2m-f- I = 5, 2<x = 4. 
Ungleichungen 

k + \^4; k — \^i; \ — k^o. 
Lösungen 

(o, o), (i, o), (i, i), (2, i), (2, 2). 
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(540i) = i; (542i) = -f; (54a3)=7Î; Ì5U5) = h (5443) = - f 

(28) .V = ±iL,My - -jil^Uy + |i(I.Af,y 4- -il^M, - f (i,M,)'. 

S 7. 

Fonnel (5) im 4"- Falle. 

Wer ist !■ ungrade. I.^, M^, A'^ verschwinden. 

(29) AU. = f (^-+1. 2.+ 1, 2i+i, 2X+i)(I,,^.M^,y' — ^. 
Die Summe erstreckt sich über die Lösungen der Ungleichungen 

( jo) i + ^^'^ + ^î * — >^iii — a; X — Ä^m — <T. 

Die Glieder, wekhe durch Vertauisdiung von > mit k in einander übergehen, haben 
diesdbcn Coeäkienten. 

Beispiele. 

I.) 2w 4- 1 = j, 2« + Ï = Ï- 
Ungleichungen 

i + li^i; k — \^i; \ — k^i. 
Lösungen 

Coemaenten 

(5111) = o; (3131) = ^. 

(31) N. = |(I.Af, + I,M.). 

2.) 2m + I = 3, 2ff + I = 3. 

Ungleichungen 

k + \Z,2; k — \^o; \ — k^o. 
Lösungen 

(o* o); (i, i> 
Coemcienten 

(5510 = 7; (3333) = 7. 

(32) A^, = |(I.M.y + fI,Af, 

3.) 2 W + I = 5, 2 (T + I = I. 

Ungleichungen 

* + X^2; i — X^2; X — i^2. 
Lösungen 

(o, o); (i, o); (2, o\ (i, i). 

Coemaenten 

(5111) = - f; (5i50 = f; (5I5i) = t; (5133)=^- 

03) i^. = - i (^. A^.y + f K^. ^,)' + (^, ^.y] +T (^s ^. + ^. ^s) + % ^, Af, . 
4.) am-}- 1 =5, 2«+ I = 3. 
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Ungkichungeii 

i + X^3; * — X^i; \ — k^i. 
Lösungen 

(o, o), (I, o), (i, i), (2, i). 
Cœfficifnten 

(5311)= i; (5331) = n; (5333)= H' (5353) =T- 

(34) iV, = (i.M.)* + i|[(i,Af.y + (L.M,y]-^(l3M,y+ -i(L,M3 + I,M,). 
j.) 21»+ 1 =5, 2« -1-1 = 5. 

Ungleichungen 

*-j-X^4; Ä — >^o; X — Äs^o. 
Lösungen 

(55") = i, (5533) = H' (5555) = i- 

(35) N, = 4(i.M.y -I- îi(Z,,M,y -H |i,M,. 



V. CAPITEL. 



Si. 

Die Covarianten à^. 

Die symmetrische Form 



von denen die i 



te 



F =: r*"5*" 

y X 

K(yx) = (rsX(r,s,y ... (r._,J,„.)-C.^,5: 



hat M. a. die Covarianten 



Q) Ä.(>*) = F 

die Onginalform selbst ist. 

Die Anzahl der Klammerfaktoren in h^ ist 

m(v — i). 

*vCy^) = (^0"'(^0" ••• (^-a•^v-.)'"^%•^^ 

Wir unterwerfen die Indices der Substitution 

(o I 2 ... V — i\ 

V — IV — 2v — 3... o / 
und vertauschen die Buchstaben r, s. Es wird dann 

(2) h,(jx) = (^v-,^.,r(^v-,^-3)"' • • • ('^'T^: <-i,v = (- ir'-''Kixy), 

Je nachdem die Zahl 

m(v — i) 

grade oder ungrade ist, ist die Form h^ symmetrisch oder alternierend. 
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S3. 
Zusammensetzung der h^. 

Aus den Formeln 

folgt diese 

(3) [hAxlK(yOT = K..(jx), 

worin die Überschiebung sich auf die Variabein x. bezieht. 

S 4. 
Die Elementarcovarianten von h^. 

Die Form h^ hat die Elementarcovarianten 
unter ihnen befinden sich 

h^=K= (rs.r(r. o" • • • (rv_. v.r c,.^: 

K. = g. = (.rs,r(r,s:)'' ... (r,_.v.)-(r,_,0-. 
Dieselben sind simultane Covarianten (Invarianten) der Elementarcovarianten h^^ 
von F = h/y wir wollen für m ^ $ die Formen 

^a > ^3 5 • • • ^m 5 ^a > ?3 > • • • ?iw-i-i 

als solche darstellen. Hierbei brauchen wir auch die Darstellung einiger Hülfsformen h^^ . 

s 5. 

Zusanmiensetzung der h^^^. 

Die Formel (IV, 5) 

N,= :Ç(m(ra)(I„MO----'-^ 

geht, wenn man die Formen 

durch 

ersetzt, nach (3) in diese über 

Aus ihr lassen sich die h^^ mit grösserem Index v als Aggregate von Ueberschie- 
bungen /^v.t, mit niedrigerem i^*"" Inde^^ v^ ausdrücken. 
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§6. 

Verschwindende h^^,. 
K hat 

Klammerfaktoren. Ist diese Zahl ungrade, so ist 

K = o. 
Ist m eine grade Zahl, so ist 

ist m eme ungrade Zahl, so ist 

Ka = o, 
wenn v -j- <j eine grade Zahl ist. Die Invariante g^ = h^^ verschwindet, wenn v eine 
ungrade Zahl ist. Dasselbe gilt für die Produkte der gy bei denen die Anzahl der Klara- 
merfaktoren ungrade ist. 

s 7. . 

Nichtverschwindende Z^^^^. 
Ist die Zahl 

m(v — i) -f- ^ 
grade, so verschwindet h^^ nicht. 

Ist m grade, so ist Äv,a<r<^> ^^ ^ ungrade, so verschwindet h^^ nicht, wenn 
^ + <y eine ungrade Zahl ist. ^ 

§8- 
Die Liste der darzustellenden Formen. 

m = 2: /,, g,, g^. 

m:= 3 : l^, g^, g^ und die Hülfsformen fc,, , h^, . 

m = 4: l,, /,, l,, g„ g,, g^, g^ und die Hülfsformen Ä„, h^,. 

m = 5- ^. if, gzj g^^ gi "°<1 <iie Hülfsformen Ä„, /?,,, Ä,,, fc„; zusammen 19 
Formen /, g und 8 Hülfsformen />,„; wir wollen sie im nächsten Capitel durch Ue- 
berschiebungen ausdrücken. 



VI. CAPITEL. 

§ I- 
Fallunterscheidung. 

Den 4 Fällen des Cap. IV, § i entsprechen für die Einteilung der h^ diese 

1. m grade. 

2. m, (i., V ungrade. 

Rtmd. Cir$. Mmttm. PmUrmot t. XXU (1906). — Stampato il rj luglio 1906. 



i86 



PAUL GORDAN. 



3. w, (X ungrade, v grade. 

4. m ungrade, [a, v grade. 

In ihnen nimmt die Formel (V, 4) 

diese Form an: 

(2) *.^>v.,..a.. = §(2»» + I, 2«^ + I, 2i, 2X)(Ä^,,» A„^.. J''"*-— '"'' 

(3) *>^,,...., = Ç(2m + I, 2«^, 2*, 2X + l)(*.,..,.»*.,,.i..r*"-'-" 

(4) *,^..,„.. = ^(2m + I, 2cr + I, 2k + I, 2X + i)(Ä,,,,»^.Ä.,,.i^,y""*'-'-^' 
Wir benutzen die drei ersten dieser Formeln zur Lösung unserer Aufgabe. 



I.) 2m = 2 



0) 

2.) 2m = 4 

/ K = ( 

*. = ( 
/V = ( 

^, = ( 



(6) 



S 2. 

Beispiele zu Formel (i). (IV. § 4). 

g,=Q.hy-\-jg,i. 
Kr + jKKKy + iKKy] + f(^.?» + ^gj + H v^« 

.u' + 7(^,*«y + T^.^« 
.o^ + i^a^j' + fu + ii*!. 

.Kr-\-TG.Ky-'i(KKr-\-jgA, 

. Kr + f K'. ^")' + (K h,y] - Ì; (^. *«)' -\-i(gA,-\-g.K,) 

.Ky-\-T(K,Ky-\-Tg' 

jy + jdKAy + U'i' 
KKr + fiKKy + jgi 



DIB RB8ULTANTB BINÄRER FORMEN. 1 87 

S3. 
Beispiele zu Formel (2). (TV. § 5) 

I.) 2 m -4- I = I 

(7) g, = -Q,iy 

2.) 2 m 4" I = 3 

&a|M-aV-»-a \ 2|i-»-I *2V-»-iy löv 2p.-»-i,2^âV-#-i,2y 

3.) 2m-t-i = 5 

^a|ir*-av-ha,i V^a|iH-i ^av+i J ^ Lv^afM-i "2^^1,2) ì vav-»-i ^2|M-i,a/ J 

7"Lv*2p^i "iv-t-i^J I Vav-f-i ^aji-»-i,4y J 1 71 V 21^-1-1,2 ^2V-m,2/ 1 63 V^2jm-i,2 ^2V-t-i,4 I ^2|ji-t-i,4 ^av-»-i,ay 
^a|M-av-»-a,3 ^^^ V^2|Ji-»-i *2V-t-i/ Ï8 LVa|A+i ^2V-n,a/ 1 \^av-M ^2|M-i,a/ J 

+ ^(*ap^,,a*av-H,,ay " f [(^2^1^1,2 *2V-K,,4y + iKv^x^^Kv-^i^iY] + Ts *2pL^i>4 *av+i,4 

^2|M-2V-f-a V2|A-»-I *2V-l-iy ■^V^2|J.-4-I,2^2V-KI,aJ "7" V^2|l.-t-I,4 '^2V-HI,4J 

*. = - (K Kr - f (^. K,r - f (^ ^4)' + n(^. ^,r +1?^. *.4 

(9) \ S' = - (^. ^-)" - t(^«^.> - 7(^4^4)' 
?, = - a g'" - ^(^.*3.y - f (*M*„y 

Beispiele zu Formel (3). (IV. § 6) 

I.) 2W -{- I = 3 

*2li+»V+l T V 1|»+I »V,I/ I »o »!*+«.>>»<' ' T 2^+'gl* 

"l|l+lV+I,» Tv »(M-I "i»,t) Y \P2^+l,l l»,lJ I "4" >!'-•■•>»*»» 

2.) 2 m /-f I = 5 

^a(M-2V-»-l ^^ Tv 2|*-»-I »V*»^ "l T V 2pH-I,a '^aV,!-/ "t" T^V 2|*-^l 2V,3/ 

+ 125 1 I I i_ » I j_ I r 

aja a|M-i,a ''av,} I 6 *2|a+i6 2V I 14 "api-i-1,4 ''av,i 
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"ait-t-av-t-i.a — j v'a|M-i "iv,iJ 4 \."a|i-n,a ^r),i) ~1~ aSV a|M-i a»,j/ 
i;(*an+i,a*a»,})* 7(*al»*i,4*ay.i)' + ;« *a|i-n,4*av,j 4" 7 ^ili+i-a^a» 

*aiM.a.+ i,4 = Î (^a|»*.*av..)* " 7(*a^.,a*a»,.)* + H(*i|»+ ■.»*»».})* + T*a|»*.,4?a» " f (*a|»-,,4*.v.,) 

00 ( ^. = ia*a.)*--i-(*.a*a.y+àa*a,y 



VII. CAPITEL 



Si. 



Die Determinante 



X = 






(r._,5)" (r,_.5,)- . . . (r,_,5._,)*i 
ist eine Invariante v"" Grades von F. A^ und A, haben die Wenhe 

A„=i; \=g,. 



§2- 
Die Determinanten U und F. 

Aus den Determinanten 



U = 



c 


<: 




• c 


c 


r:r 


■^a• 


• • '■" 


rZ. 


r"- 


^-., • • 


. r' 



v = 



1-1 

Ol Ol 



''•II "ml 



lässt sich A^^j zusammensetzen. Es ist nämlich, wenn man 

(0 0(1) = c- 



• s- 



DIE RESULTANTE BINARE« FORMEN. 
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setzt: 



(2) 



FC = 



c 


-(TK 


•^0. • • 


• (- 


0-C 


c 


-(TK 




• (- 


0"C 


sZ. 


S3- 


UV. 


.(- 


0"C 


Die Unterdetermjuanten a„. 





Das Anfangsglied von \ 

(r5)-(f,5,)- ... (r,_,^_,)" 
hat I I Teilprodukte 

von V — p Faktoren ; sie entsprechen den I l Combinationen 

von V — p Elementen der Zahlen 

(o I ... V — i). 

Die Unterdeterminanten aus den :y^_p ,. und ihre korrespondierenden Unterdetermi- 
nanten sind Determinanten A und A^ , die letztere hat 5^_p,. zum Anfangsglied. Die 
Zeilen und Colonnen von A haben in A^ dieselben Indices. 

§4. 
Die Glieder G von A^. 

Die v! Glieder 

von \ haben mv Klammerfaktoren; sie sind Produkte 

"^^ Grades der Formen g, Ihre Exponenten genügen der Formel 

(3) *, + 2*,+ hv*, = v. 

Sind m und v ungrade Zahlen, dann verschwinden die G und A^. Für ungrade 



m ist 



A = o. 

ap-»-i 



^v ist eine ganze Funktion der gy wir wollen sie als solche ausdrücken. 
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§5. 



Den (v — i)! cyklischen Subsdtudonen 

/o i, ... V, s_ \ 

, ,. ^,. , V». »> • • • »»-. ° / 

entsprechen die Glieder 

G = (- ly-c-^.,)- e»-,. ^)- • . • (v. 0" = (- ly-'g.- 

Es ist 

(5) l7;=(-^)'"'(^-^)' 



f\ij ... Î seien p verschiedene der Ziflfern o, i . . . v — i. 
Der cyklischen Substitution 

entspricht das Produkt 

gpa = (\ ^iXO'i. 'iyT ' ' • (%^^)" = ^P' 
es ist ein Teilprodukt eines Gliedes G und gleichzeitig ein Glied einer Unterdetermi- 
nante A^; in der letzteren hat es den Faktor ( — i/"'. A^ hat (p — i)! Glieder g j 

die I I Unterdeterminanten 1^ haben zusammen (p — ^)' ( ) solcher Glieder, 

jedes hat in \ den Faktor ( — iy~*A^_p. 
Es bestehen somit die Formeb 

Die Formeln (5) und (6) sind spezielle Fälle. 

§7- 

Co) A = Yr— iv-^'» 1^^ jf'iff'» ...£'». 
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Beweis. 
Die Summe 

erstreckt sich über die Lösungen L^ der Formel 

(3) *^ + 2*, ... +v*^ = v. 

Anak^ hat man die Summe 

^..p- 4.1. U ^^,^^, ... X,_p!i^«2^^ ... (v-p)^-P^' ^^ ••• ^^-P ' 

sie erstreckt sich über die Lösungen Af;^ der Formel 

(O \ + 2\ ...(v-p)Vp = v-p. 

Die Lösimgen M^ entstehen aus denjenigen L^ , bei welchen k >> o ist, indem man 

k^ um I verkleinert, die übrigen k aber nicht ändert. U hat somit die Werte: 

y ( I^»-f>^»-2ey*(T (y P) ' ^i, ^2 ^V' (7*v 

= J- y Z'— i>)V-p.'-2aka p.fep(v— p)l ,^ ,^ . 

Die Differentiakiuotienten von U^ haben die Werte: 

|^ = (-0-(v-x)! 

^» = -L y(_l)v-2a»a VI ^. », .». 

= (-ir'(P-i)!(;)c7,_,. 

Subtrahiert man die Formeln (5) und (7) 

§1; =(-■)'-(' -I)! 

so wird für alle Zahlen p 

^^\^^^ = (- ^y cp - 0! ( ; )(^v-p - Vp). 

Macht man nun die Annahme, dass (9) für aUe A gilt, deren Index <[ v ist, so ist 



also A. = t7. . 



^-P 


= ^v_, 


dA. 
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vi v! 

Da A^ — positive und — ^ negative Glieder G hat, so ist die Summe der positiver 

vi 
Coeffidenten, sowie die der n^ativen in (9) = — . 

Die Summe 



— *,!*,! ... ik,!i*'2*« ... v*v 
hat den Wert j, sei es dass man sie über die L^ ansdehnt, für welche die Zahl 

*. + *,+ •••+*» 

grade ist, sei es über die L^^j bei denen sie ungrade ist. 

Der Aronholdsche Prozess. 

Der ÄRONHOLOsche Prozess 
(II) SF = (Çy)-(Çxr 

liefert für die Variationen der Formen g und A diese Werte in den Ç: 

ig, = o 
«^v = (-0"v/,_. (v>i) 

Im Besonderen ist 

05) «'^... = ("» + i)!(l-^U. + t'^.U+"-+[=:^a^.^)- 

§9- 
Beispiele zu (9) und (13). 

i. Allgemeine Werte der \. 

^i=g\ — 3g,g2-^2g^ 

\=g' — ^g\g» + ig\ + ^g,gy — (>g, 

^,=g\ — ^°g\g, + ^Sg,g\ + 20g\g^ — 20g,g^ — 30g,g^ + 24^, 

\=g' — ^5gU, + 45g'',gl + 40^,'^i — i5gl— i2og,g,g^ 

+ 40^; — 90^1^^ + 90^,^^ + 144^,^5 — '20^6 

2. Werthe der a, und Ja^, für w ^ ;. 

m = i: \ = -g,i 7^^. = ^ 

m = 2: A.=^;— ^,; ^, = g\ — 3g,g,-\- 2g^; -Ì-Sa, = /, — A.i, 

m =3: K = -g,; \ = 3{jgl-2g,y, ^Xa^ = I, + |a./. 
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l\ = g]—Ì2'> \=il — 3g.g, + 2g^ 
A N ,„^ )\=t, — ^gU2-h3gl-^^g,g, — 6g, 

'" '♦•\a. = ^1 — lO^I^, + ISg,gl + 20g]g^ — 20g^g^ — SOg,g^ + 24^j 

f —Sa z=l —1 l +-A / — -A / 

S -^^ = — ?,; ^ = 3 (?: - 2^,); A, = 1 5 (— ^^ 4- 6^,^^ — 8^,) 

« = Î : < 



vili. CAPITEL. 

Die Coeffidenten c^^. 

In der Entwicklung der Form 

F = ÇC = (r.;y. + r,;yj'"(i, x, + j^a,)" 

-i^i }[k)'' '''• ''y' y^""' ""' 

bezeichnen wir die Coefficienten mit c.^ 
schreiben also : 

(2) F = L^^,y:-'y>:~'<- 

it 
Da F symmetrisch ist, hat man 

(3) <^ik = <:ki' 



§2. 



Die Variationen ^c^^ bestimmen wir aus der Formel 

8F=(?:y)-(;xr (Vn, II) 



sie haben die Werte 



(4) ^^. =(-!)"*( 7 )(';)^r'-'r- 

Remd. Ort. Mattm. PaUrmo, t. XXII (1906). — Sumpato il 31 luglio 1906. 
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§5- 
Die Determinante R. 



Die Determinante der c.^ 
(5) R = 



«oo '^o. • • • '^o- 



c c 






ist symmetrisch; wir bezeichnen sie mit R und ihre Unterdeterminanten 

dR 



(0 

mit Y.». 



dCi» - ^^ ~ ^»' 



S 4. 
îU, p. 



Die Variation von Ä hat die Werte 



Setzt man 

(7) 

SO wird 
(8) 



l(-ir(7)(7)Y.*r"*-r*=/'=/'r 



s 5- 



Die Bezouf sehe Determinante. 

Wählt man für F die Combinante 

(9) ^ =(^[/'"*"(y)-9'-*" W -/"*"(*)•?""*"(>)] 

zweier binärer Formen /, <p, so geht nach Cayley und Bezout die Determinante R in 
die Resulunte R^ ^ von / und <f über 

(IG) ' R = Rf.,- 

Haben / und <p einen gemeinsamen Faktor a^ , so verschwindet R. 

Die Unterdeterminanten der Bezoufschen Determinante. 

Die Unterdeterminanten y.^ von R hängen nur von der Summe der Indices ab ; 
wir setzen 
00 Y« = Yi^k 
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à gehen, wenn if = o ist, bis auf einen zu vernachlässigenden Faktor in die Potenzen 
iff gemeinsamen Wurzel a über 






Trägt man diese Werte in (7) etn, so wird 

(12) /> = «r- 

&bcn / und ç einen Faktor gemein, dessen Grad > i ist, so verschwinden die y.^^ , 
abo auch p. 



s 7 

Die Elementa 
Nach (i») I*" Capitel ist 



Die Elementarcovarianten h^^^. 



("V 

md nach (i*), i"* Capitel : 

/m + iy 

mitbin hat man nach (9) 

Vergjeicht man die Coefficienten von (jxy^j so wird 

im Besonderen ist 

(14) /. = (m+i)(/?). 

S 8. 

Beweis. 

Das Produkt UV (Cap. Vu, § 2) hat den Wert 

C7F=(m+i)!Crrr„...CF 
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und R hat den Wert 



R = 



(T) 



Ol Ol 02 



mithin ist 

und da nach (Vu, 2) 

so ist 

Erlangen, den 30. April 1906. 






'01 oa 



mz mi \ j i'mi^mi ^mi 



mi m2 



Paul Gordan. 
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SUGL'INVARIANTI DEL GRUPPO DELLE TRASFORMAZIONI 
CONFORMI DELLO SPAZIO. 

Nota di Pasquale Calapso (Palermo). 



Adunanza del 24 giugno 1906. 



Nella teoria generale dei gruppi continui di trasformazioni hanno molta importanza 
oV invarianti differenTJali, che si definiscono nel modo seguente: 

Abbiasi un gruppo G^ , nel senso di Lie, sopra m -f- " variabili, di cui le prime 
m indichiamo con 



e le ulnme n con 






e siano 






x'=fXx„.. 


• ) ^'„.J ^. > • • • J ^5 ^,1 • • • ) 


(i = I, 2, . . . m) 


<=T;(^, •• 


• , ^,«5 ^,, •• , ^, Û,, •••5 


= 1,2,... ») 


le equazioni finite del gruppo. 






Se nello spazio 5^,^„ ^ (x, 


^ ••• 5 ^«,. ^.» •••» consideriamo 


la varietà V^ 



ottenuta ponendo :^, , :(^ , . . . , :(^, uguali a funzioni analitiche indipendenti (affatto ar- 
bitrarie) di x^, x^j . . . , A^,. , ogni trasformazione del gruppo G^ cangierà V^ in una 
varietà F^, le cui equazioni si otterranno prendendo le ;(' eguali ad opportune funzioni 
deUex;, ...,<. 

Poiché le :( posseggono per ipotesi derivate parziali di tutti gli ordini rispetto alle 
Xy le :(' possiederanno derivate parziali di tutti gli ordini rispetto alle x', ed ogni tale 
derivata d'ordine k delle i' si esprime per le analoghe derivate delle :^ rapporto alle x 
d^li ordini 

Ky K^i, Ä'~2, ..., I. 

Per invariante differenziale del gruppo G^ intendesi ogni espressione 



Fix z ^^- -^^ " ì 



formata colle .v, le z. e le derivate delle z rapporto alle x fino ad un certo ordine, che 
per qualsiasi trasformazione del gruppo G^ si cangi nella espressione stessa formata colle 
x\ colle z! e le derivate delle z! rapporto alle x'. 

Se il gruppo opera soltanto su tre variabili, e poniamo 

m = 2, n = I, X, = X, x^=y, Z^=h 
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la varied V^ è una superficie dello spazio S^, definita mediante la sua equazione 

^ = /(^. y\ 

la funzione / potendo essere affatto arbitraria. 

Un caso particolare notevole si ha qualora si consideri il gruppo G^^ delle trasfor- 
mazioni conformi dello spazio S^ , che contiene come sottogruppo il gruppo G^ dei mo- 
vimenti. 

Questo caso particolare è stato studiato dal Tresse *), che con un procedimento 
molto elegante ha subilito sette invarianti del gruppo. 

Lo studio d^rinvarianti delle superficie rispetto al gruppo delle trasformazioni 
conformi può farsi altresì da un altro punto di vista. 

Riferiamo la superficie iniziale S, alle sue linee di curvatura u e v, e siano: 
X, 5 K, , Z, 5 i coseni direttori della tangente alla linea v = cost., 
X, , Kj , Zj , i coseni direttori della tangente alla linea u = cost., 
X^j Fj, Zj, i coseni direttori della normale alla superficie. 
Introduciamo secondo il solito le funzioni fondamentali: 

du du ' ^du dv ^ dv du ' ^dv dv ' 

si dovrà avere F = D' = o e le funzioni x, 3^, ;(, X, , F, , Z, , X^ , K^ , Z^ , X^ , K^ , 
Z^ soddisfaranno al sistema: 

ou ' dv ' 

du ~ |/G dv '"^|/£ '' dv ^ du " 

^^M§A-_L^Y ax, _ I dVGy D" 

du ~ ^G àv " dv ~ YË àu '"i*y^ '' 

^-_j?.Y ax, _ D" 

àu ~ ^E " àv ~ |/G " 

colle analoghe m y t X3 che è illimitatamente integrabile in forza deUe relaäoni: 
DD" ,d_/j_ àf& \ , d_ / J_ dVÊ\ __ 



Ve G 

( 

d /D"\ _ D d\^G 
E du 



I d / D\_U'd)/E 

^^^ \ ^v\0)~ G dv 



u\yfG) 



•) Sur Us invariants différentiels d'une surface par rapport aux transformations conformes de Vespau 
[Gîmptes Rendus, t. CXIV (1892), pp. 948-950]. 
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Applicando alla superfide 5 una trasformazione qualsiasi del gruppo, la superfìcie 
5 si cangierà in una superfìcie 5, , per la quale le linee u e v saranno ancora linee di 
curvatura, e le nuove quantità fondamentali saranno certe funzioni E^y G^, D,, D'/. 

Ciò posto, consideriamo un invariante differenziale del gruppo G,^ e sia questo 



F{^,y,^P,>--)i 



esso, potendosi altresì pensare come invariante del sottogruppo G^ dei movimenti, dovrà 
necessariamente potersi esprimere per mezzo delle curvature principali della superfìcie S 
e delle loro derivate rispetto agli archi di linee di curvatura. 

D'altra parte le curvature principali e le loro derivate rispetto agli archi di linee 
di curvatura si possono esprimere alla loro volta per mezzo delle funzioni £, G, D, £)'' 
e delle loro derivate rispetto 2id u e v; ond'è che Tinvariante F sopra considerato si 
può pensare come una funzione 

{A) b{e, G, A£>", If, • •) 

di Ej G, D, D" e le derivate di queste fino a un certo ordine, dotata di proprietà 
invariantiva rispetto alle trasformazioni del gruppo. 

La nuova forma sotto cui possono presentarsi gl'invarianti del gruppo G,^ è a 
me nota da un pezzo, perchè mi si è presentata per incidenza nella trattazione di al- 
cune questioni geometriche *). 

Qui interessa particolarmente la determinazione di tutti gl'invarianti della forma 
(i<); per meglio dire interessa la determinazione di quelli strettamente indispensabili 
da cui possa dedursi ogni altro per derivazione, supposto la superficie S affatto gene- 
rale, doè supposto che fra le quantità E, G, D, D" non intervenga alcuna relazione 
che non sia contenuta nel sistema (2). 

I criteri su cui è basata la presente ricerca si riassumono nelle seguenti definizioni : 

L Chiameremo invariante un'espressione 



e(£, G,D,i)",||,...), 



formata con £, G, D, D" t le loro derivate fino a un certo ordine, quando per qual- 
siasi trasformazione del gruppo si ha: 

e(£., G., D., D';, Mi, ...) = e(£, g, d, D", |f, ...). 

n. Diremo equivalenti due invarianti quando sono trasformabili l'uno nell'altro in 
forza delle (2). 

EQ. Diremo dell'ordine n un invariante che sia formato colle funzioni £, G, D, D" 



•) Alcunt superficie di Guichard e le relative trasformazioni [Annali di Matematica, s. Ili, t. XI 
(Ï905). PP- 201-251]. 
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e le loro derivate fino a quelle d'ordine w, semprechè non sia trasformabile in un altro 
equivalente contenente derivate d'ordine inferiore *). 

rV. Diremo indipendenti due invarianti H, , 0^ rispettivamente degli ordini «, , 
«^ («, ^ wj, quando fra le funzioni B^ , H^ e le successive derivate della O^ fino al- 
l'ordine n^ — n^ non intervenga una relazione soddisfatta identicamente o anche in 
forza delle (2) **). 

V. Diremo infine che un invariante B d'ordine // è esprimibile per mezzo degl'in- 
varianti Hj , B^, ..., B , rispettivamente degli ordini w^, w^, ...w. (".^^Oj quando 
B è funzione degl'invarianti B, , B^ , . . . , B^ e delle loro derivate fino a quelle d^li 
ordini n — w^ , n — w^ , . . . , n — n^. 

Ecco pertanto il riassunto dei principali risultati contenuti nelle presenti ricerche. 
D gruppo delle trasformazioni conformi dello spazio ammette tre invarianti fonda- 
mentali, a cui si può dare la forma seguente: 

per mezzo dei quali è esprimibile ogni altro invariante ***), cioè precisamente: 

VI. Per avere nel modo più generale un invariante d'ordine zero basta assumere una 
funzione arbitraria degl'invarianti co, i2. 

VII. Per avere nel modo più generale un invariante di primo ordine basta assumere 
una funzione arbitraria di w, li e delle loro derivate prime, 

Vni. Per avere nel modo più generale un invariante d^ordine n (w X 2) basta as- 
sumere una funzione arbitraria di w, 11, l^V e delle derivate fino a quelle d'ordine n di 
co, Ü d fino a quelle d'ordine n — 2 di W, 

Fra gl'invarianti fondamentali del gruppo intervengono relazioni diflferenziali, che si 
ottengono eliminando dalle (2), (5), (C) le funzioni £, G, D, D"; esse sono della 
forma: 



(^) 



/ are / dMogü aiogcodiogü \i ^ à (^ a \ 

> ^ômL" \dwoi; "^ du dv fj~ U dv\ co /' 

) d ru /dMogo. òlogcodlogUXT 12 d ( co \ 

\ ^â"z;Lu> Vâwôî; "^ "d/i dv }]~ iù du\ '^ Ü^ )' 



e si dimostra altresì che sono anche sufficienti, cioè: 



*) L'ordine dell'in variante posto sotto la nuova forma non coincide coll*ordine dell'invariante 
posto sotto la sua fomìa ordinaria. 

••) Ad esempio tra due invarianti indipendenti dello stesso ordine non debbono intervenire rcla- 
9QÌ finite, ma possono intervenire relazioni differenziali. 

•*•) Conveniamo di non considerare come diverse due superfìcie simmetriche rispetto a un punto. 

li vuole evitare questa convenzione si assumano in luogo di co, lì le funzioni wQ, . 
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IX. Se tre funxioni a>, Ü, fV soddisfano al sistema di equa^ni differenziali (D), 
esistono effettivamente oc* superficie {definite a meno di movimento^, per ciascuna delle 
quali gl'invarianti fondamentali calcolati per u e v si riducono appunto alle funT^ioni fa, 

Ü, ^ *). 

Il gruppo delle trasformazioni conformi ammette altresì i due invarianti di secondo 
ordine 

aiogt/gdiog|/G yiogt/:Ë 

dt; du dudv * 

a log VG d]ogj/£ __ d'ìogV G 
du dv dudv ' 

che espressi per oj e 12 diventano rispettivamente: 

öMogft) , dlogci) dlogtt 
dudv du dv ' 

d^ log Û , d logft) dlog Û 

dudv 'da dv ' 
Ne risulta : 

X. GVinvarianti delV equazione di Laplace, a cui soddisfano le coordinate di un punto 
di una superficie riferita alle linee di curvatura, sono invarianti della superficie medesima 
rispetto al gruppo delle trasformazioni conformi. 

A complemento di questi teoremi vengono in ultimo ricavate le effettive espres- 
sioni degl'invarianti del Tresse per mezzo degli invarianti fondamentali a>, Û, ÌV. 

§ I. — Formule relative alla superficie trasformata. 

I. Se assoggettiamo la superficie iniziale S a4 un movimento, le funzioni £", G, 
D, D" rimangono inalterate; ne segue che basterà formare gl'invarianti rispetto alle 
inversioni più generali. 

Assumiamone le equazioni finite sotto la forma 

(5) x. = «-if^, y, = b-Ky^, ,^ = c-K^, 

in cui a^ by e sono le costanti del polo, — UT la pptenza dçjl'inversione ; e facciamo Ip 
osservazioni seguenti : 

Sostituendo alle funzioni 

X — a, y — b, :( — e, 
rispettivamente 

K(x-a), KO-b), Kix-c), 



*) Dal punto di vista della teoria delle superficie questo teorema permette di sostituire al sistema 
differenziale Gauss-Codazzi il sistema (D), che contiene un'equazione ed un'incognita di meno. 

Rtmd. Cir. Matem. Palermo» t. XXII (1906). — Sumpato il 3z luglio 1906. "^ 
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il che equivale a sostituire alla superficie S una superficie omotetica, le forinole (3) di- 
ventano ; 
/N X — a ,y — b Z — e 

(4) ^ = ^ —, y. = b-^^, ^, = c-^. 

Non volendo considerare come diverse due superficie che possono dedursi Tuna dal- 
l'altra mediante una simmetria rispetto a un punto, potremo attribuire z K un segno 
qualunque ; per fissare le idee riterremo per K valor positivo. 

Sostituendo alle funzioni 

x — a, y — b, ^ — e 
rispettivamente 

K{x-a), Kdy-b), KÇ^- e) 

con A" > o, le funzioni fondamentali 

si cambiano rispettivamente in 

KfÈ, KfG, KD, KD'\ 

Ciò posto vediamo come si cambiano le funzioni fondamentali applicando alla su- 
perficie iniziale la trasformazione (4). 

Da queste formole di trasformazione derivando si ottiene: 

/ dXj I dx , X — ad^ 

, . 1 du "~ p di* ' p» du' 

(5) \ 

i dx, I dx X — a df 

\ dv pdt;' p* dv' 

con le analoghe m y e Zj dalle quali si deducono facilmente le relazioni : 

(6) |/£, = -Lt/£-, fG, = ^)/G. 

Etenotando inoltre con X, 7, Z i coseni direttori della normale alla superficie S^ , 
potremo con opportuni artifici esprimerli mediante i coseni direttori della superficie 5 e 
le funzioni x, y, x^ colle formole; 

(7) \ r=-r, + ^l2X,(x-a), 

D'altra pane, derivando ancora le (5) e tenendo presenti le (5) stesse, si ricava: 

d^x, LÈl£__ ^ dpdx, , X — a d'p 

du^ pdu^ pdudu' p* du^' 

D'onde, osservando le (7) : 
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du LP P jdu p du du 

colle analoghe in )^ e ;(. Da queste sommando e riducendo: 



p ^— ^dw 2p 
I 

""7 

E infine osservando che 



r[(x-a)|lj + 0-^)|^ + (,-c)g]XaX,(.-a). 



2 du" ' ii-^ ^du*' 

potremo scrivere: 

(8) D^ = ±.D + ^E'^2X^{x-d). 

Analogamente : 

(9) ly: = y 0" + -^GX2^,(x-«)- 

Or volendo pervenire alla formazione di tutti i possibili invarianti è necessario an- 
cora stabilire alcune altre formole fondamentali. 

A tale scopo consideriamo nelle (6), (8), (9), le quantità f^, G, , D^, iy[ come 
funzioni delle variabili tt e t;, e dei parametri Uj b^ e; prendendo le derivate parziali ri- 
spetto a questi parametri, avremo facilmente: 

IdVË, _ 2(.v-a) ,^ at/g; _ 2(y-b) ^ dVF, _ 2ii-c) ^ 
^ JöV'G. _2(x-^^ af/G._ 2Cy-^) ;^ af/G._ 2(^-0 ^ 

Ed ancora, ponendo 

X = > 2 A, (x — a) — = , 

^- '^ •' y — b y, — '' 

V' = ^2X (x-à)— ^ ' — ^ 



K. — C ^ — e' 

potremo scrivere: 

(„) |^ = ÎÛ^(fl, + v£,), 
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Ed ora dalle (io) derivando rispetto ad u e v, e cenendo pretenti le (4), otteniamo le 
formole seguenti: 

da\ du / p |_d« X — a du 'J' 

(13) ) d (dm_ 2(iy-b) rdfË, e_^t/Fl 

a /ai/i;\_ 2(^-orai/£; p_akt^1. 

ac V d« / P L a« l—c du ^""'j' 

a /ai/g;\_ 2(x-a) r ai^ L_^t/Fl 

a«Vdv/~ p L dv X — «dv' 'J' 

04) l à (dVË\_ 2(y-b) \- dVË, 9_ÎLi/ë] 

^ ^^ ]'db\dvß- p L df ^ — ^av'^^'J' 

ac\ dv / p L ^^ ^ — ^ ^^ j 

Poste queste formole, passiamo all'effettiva costruzione d^rinvarianti. 

§ H, — Invarianti d'ordine zero. 

Ci txcuperemo in primo luogo degl'invarianti d'ordine aero, cioè della forma 

A tale scopo osserviamo che dovendosi avere identicamente 

(15) b{VE, , VG, , D, , D-;) = «(yi, f/G, A O"), 

la funzione o(|/£\, t/G, , D,, D'/) deve essere indipendente dalle costanti arbitrarie 
Uy bj e; frattanto dovranno annullarsi le sue derivate rispetto a queste arbitrarie. 

Deriviamo perciò la (15) rispetto ad a tenendo presenti le (io), (i i), (12); avremo : 

Similmente derivando rispetto a A e e, otterremo : 
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X Y Z 

Ora non potendo essere X = X' = X", cioè = t = , perchè in 

^, — ^ >. — * ^, — ^ 
tal caso la S, sarebbe una sfera, si dovrà avere separatamente : 



^ ^ ^ ^^ i: ,d^ r 

Concludendo: Affinchè una funzione 8 sia un invariante, nel senso sopra definito, 
è necessario che considerata come funzione di j/fj , |/G, , D, , D'/ verifichi il sistema (i6). 

Viceversa partiamo dal astema (i6). Esso ammette due integrali indipendenti e 
per questi potremo assumere le funzioni 

^^^ Ve: ve; ve, v^: 

Ora queste sono due effettivi invarianti dell'inversione, invero risulta dalle (6) la 
relazione 

Vg[_VG 

VË,~V^^ 
e similmente dalle (6), (8), (9): 

D'altra parte, ogni altro integrale del sistema (16) essendo funzione d^rint^ali 
particolari (17) sarà anch'esso un invariante. 

Grinvarianti (17) saranno da noi chiamati invarianti fondamentali et ordine T^ero 
e per l'uso frequente che ne faremo in sonito li indicheremo rispettivamente con O, 
w, cioè porremo : 

^ ^ VE' fÈ fÈ VG 

Da quanto sopra è dimostrato possiamo concludere la proposizione seguente: 
Per avere nel modo più generale un invariante d'ardine T^ero basta assumere una 

funi^one arbitraria degli invarianti fondamentali O, a>. 

§ ni. — Invarianti di primo ordine. 

Ora voghamo occuparci degl'invarianti di primo ordine, cioè di quelli formati colle 
funzioni £, G, D, D" e colle loro derivate prime, ma non colle derivate d'ordine su- 
periore. 

- D" 

A tale scopo risolviamo la (18) rispetto a t^G e -p:, avremo: 

(19) fG = '^.VE, ^ = eA_„. 
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Da queste per derivazione si ottiene: 

au du ' d« ' 

(20) { 

ov dv ' ov 



(21) 



) d;iV/GJ~»/£ d«"^ d»\\Œ) du' 



Ora però dobbiamo tener conto che le funzioni £, G, D, D" e le loro derivate 
prime debbono soddisfare la 2* e 3* delle (2), che per le (19) e (20) si potranno 
scrivere: 

dv\YË)~\VÊ b) dv ' 
d /D"\_ D /dB , ^ aiog|^ \. 

ed osservando le (21): 

( A (R\ — R d log VE , _i_ dw 

(22) .' ^ ' ' _ 

Ciò posto, consideriamo un invariante di primo ordine formato cioè colle funzioni 

dVË dVË dVG dj/G 



VE, VG, 



du ' dv ' d« ' dv 



„ r,„ dD dD dD^ dD^ 
' ' d«' dv' dtt ' dv • 
Col mezzo delle (19), (20), (21), (22) potremo eliminare le quantità 

ro, w, ^, iß, 

d« dv ' 

dP dD dD" dD" 

d« ' dv ' dM ' dv ' 
dopo di che l'invariante sarà formato con 

i/F n iJ^ ^J^ da> do) de de 

'^^' '^' dM ' dv ' "' **' d«' dv' dM' dv' 
Denotando con * tale invariante, dovendosi avere 

*V^" ■^■' dM ' dv ' ' **' dM' dv' dM' dv/ 

~ V ' d« ' av '"'**' d«'dv' da' d^; 
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il primo membro di questa deve essere indipendente da a, b, e e conseguentemente 
debbono annullarsi le derivate rispetto a queste arbitrarie; ed allora, ponendo per sem- 
plicità 



P 



dx. 



du -^' 
dx 



dVË. _ 



X — a du X, — a du 
f dy, _ I dy, 



f = l^' - 



dv =^' 



dx. 



y — b du y^ — b du 
;( — e du i^ — e du 



= r> — 



I* , - 



X — a dv X, — a dv ' 

P ÌL. = ^ ^ = v' 

y — b dv y, — b dv ' 



e dv 



e dv 



derivando ed osservando le (io), (11), (13), (14), avremo: 

Ora bisogna osservare che la funzione ^ deve restare inalterata anche qualora si 
sostituisce alla superficie S una superficie omotetica. In tal caso le funzioni co, e le 
loro derivate restano inalterate mentre V^> D^^p^q diventano K}fÊ^^ Ä'D^, Kp^ Kq\ 
sicché si dovrà avere separatamente 



(23) 






Ö<I> ^ ._ , Ô4> 



OC' 



(24) 






dD ^ '~ dp^ ^ dq 
Infine, calcolando il determinante di questo sistema, otteniamo : 

— X 1 dx. 



y VE, 






= VË, 



dx. 



X, — a X, — a d a 



y, — ^ y. — i'à» 
^. — *: 



^, 


— 


a 


dv 




I 




ày. 


>. 


— 


^ 


dv 




I 




dK. 



VE, 



(^.-«)0'.-*)a.-0 



l, — c du 
X Y 

ÊJL ÈL. ÈL. 

du du du 
ils. ^ ÈAL 

dv dv dv 



X., — c dv 
Z 
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Esso è perciò diverso da zero e non potremo altrimenti soddisfare alle (24) che 
ponendo : 

d^ d^ d^ 

e cons^uentemente per la (23) : 

= o. 



Possiamo quindi concludere la proposizione seguente : 

Per avere nel modo più generale un invariante di primo ordine, basta assumere una 
funzione arbitraria degl'invarianti fondamentali O, w, e delle loro derivate prime rispetto 
alle variabili u e v, 

§ IV. - L'invariante /. 

Prima di procedere alla formazione d^li invarianti d'ordine superiore è utile de- 
terininare col calcolo diretto un invariante di secondo ordine, che chiameremo l'inva- 
riante /. 

Dalla formola 

e dal sistema (i), a cui debbono soddisfare x, ^, :(, si ricava per la funzione p il si- 
stema seguente : 

du iE au au 2G av dv ^ * ^^ ^^ ^' 

r20 / ^^P _ aiog1^^ ^P , dlogVG dp 
^ ^^ ^ dudv ~ dv du "^ du dv ' 

dv^ lE du du * iG dv dv ^ ' -^ îV j 

Inoltre dalle (6) derivando si ottiene, 

d log l/r; _ ôlogV'g i_^ dp^ 

du du f du^ 

dlog|/£, _ d log \Œ i^ dp 

dv ~~ dv p dv ' 

^^^^ ^ dlog/G, ^ dlogVG __ _i_ dp_ 

du du p du^ 

d log |/G, _ d log VG I df ^ 

dv dv p dv^ 

e dalla seconda di queste derivando ancora e tenendo conto delle (25) e (26) si per- 
viene dopo riduzione alla relazione seguente: 
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Ciò posto, avendosi identicamente: 

2(x — a), 2()^~i), 2(^ — 

du du du 

dx dy dx. 

dv dv dv 



X^Xrx — fl) = -L= 



s^ue, quadrando: 



[l2X^{x-a)Y=' 



EG 



dp dp 



4P 


d» 


dv 


dp 
d« 


E 





dp 
dv 





G 



ossia; 



ii.^,(-»)r=4,-i(|^)'-i(|iy- 

Sicché, scritta la (9) sotto la forma 

D'; D" . 1/G V V / ^ 

— =k = —=^ 4- - — > 2 A, (x — a), 

avremo, quadrando : 
fD':y /D"Y 1 (dfV G /dp\' , 4G , 2i)"^ „ ■ . 

D'onde sommando colla (27) : 

^ dMogi/i; ^ diogf/Gjdiogf/i: / diog|/F. y / 1 d^G;A' , /iy;V 

dv' dv dv '^ \ dv f '^ \^ du ) '^ Vl/G"/ 



= 2 



dMog 



gj^ _ . ^logt/G à log VE ( dìogVE V (j_ dt/G V /^Y 
v' dv dv "^V dv / "^ \t/£ du ) ~^\fG/ 



dv' dv dv ' \ dv / ' \^ 

Siamo cosi al possesso di un nuovo invariante di secondo ordine. 



§ V. — Invarianti d'ordine superiore al primo. 

Per la formazione degl'invarianti d'ordine superiore al primo, poniamo 
d'IogVE ^ dlog|/Gdlog|AÊ / aiogf/i y , / I dfGV . (D"\_j 
■ dv' dv dv ~^\ dv / "^ \t/f dtt / "•" Vi/G/ ~ 
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(^^) { ^^, aioge aiog |/£ 



che per le (19) e (20) potremo scrivere : 

a'iog»^ _ ( diogVË V _ ^,/ aiogt/I V dioge dbgj^ 

dv' ~\ dv ) V d« / ÖV dv 

da du Vd«/ \^|/iy ^ /£ 

+ /-«'. 

Inoltre dalle (22) imponendo che 

d^L^(ï^) J "" a^L^(ì^) J' 

dopo semplificazione otteniamo: 



dMogt/£ _ aiogt/£diog|/£ ' . aiogediogt/£ I d'<ù aiogeaiogo) 

^ ^^ dudv du dv * du dv a> dudv * dv du 

Ora però dobbiamo tener conto che deve essere soddisfatta la prima delle (2), 
sicché tenendo presenti le (19), (20), (28) avremo infine: 

( ^ dMog|/£ _ ( dlogVE Y I / aiog|/£ V {D^y 
, . ]^ du^ -\ du ) e^\ dv ) \Vê) 

) 4.J-/1^V_ I d'S 0)' 7 

In forza delle formole (19), (22), (28), (29), (30), e di quelle che se ne dedu- 
cono per successive derivazioni, le derivate d'ordine n delle funzioni l/f, ^G^ D, D" 

dl/f dVÊ 
si possono esprimere per mezzo di y E, D, -^ — , ^ , degli invarianti co, O, / e 

delle successive derivate fino a quelle d'ordine n di w, O e fino a quelle d'ordine n — 2 
di 7; ond'è che un invariante d'ordine n si può sempre mettere sotto la forma: 

^v^' ^' "d^' ■■ô^''''^'^'dv •••'au' •••'d^Tdi;' •••;• 

Ed allora, ripetendo il procedimento da noi seguito nella ricerca d^li invarianti 

di primo ordine, saremo manifestamente condotti alla cons^uenza che la funzione 4> 

ôt/£ dVË 
non può contenere esplicitamente le quantità yf, D, -3 — , -^ — ; quindi: 

Per avere nel modo più generale un invariante d'ordine n basta assumere una fun- 
T^ione arbitraria degl'invarianti fondamentali 8, o), / e delle loro derivate fino a quelle 
d'ordine n di o), S e fino a quelle d'ordine n — 2 di J. 

§ VI. — Equazioni di legame per grinvarìanti. 

Fra gl'invarianti B, w, / sussistono legami differenziali, che si ottengono mettendo 
in coesistenza le equazioni (28), (29), (30), (22). 
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Calcolando le condizioni di integrabilità si trovano le relazioni: 

i dlogO r dloge dlogo) 2 d'fe) T ■ ^ f dlogOdlogft) 2 d'o) "1 
du [^ dv du 0) dudvj^du]^ dv du a> dudvj 

_ dj 1 {dsy 2 ye , o)'— / ] 
~ dvis'\du) e dtt'"*" e^ J' 
aioger aioge aiogc» 2 a'^ i a r diogeaiogco 2 d^(oi__dj 
dt; L dì; du o) dudt;J d^L dv du w* dûdvj"" ~ d« ' 



<>> r , . <«> 



4 
(33) 



che, ponendo 

(32) ^ = --Ì-' 2/ = a,' + ^ïr, 

si riducono con opportuni artifici alla forma seguente : 

aro) / yiogo aiogcodiogo xT o) e z^. o^^yX 

auLûVauav"'" a^ a^ /J~ aa^v . a> /^ 

a rii / aMogo) aioga>aiogû \i_ q a / . . ca ^.a 

'^az;L<«> yô^dî^ "*" dw dv )j~ ü> a^V Û '^Z- 

Qui interessa altresì invertire la proposizione, cioè : 

Se tre fuHT^ioni 0, w, / soddisfano al sistema di eqiuixioni differenziali (jii\ esistono 
effettivamente co^ superficie per ciascuna delle quali gl'invarianti fondamentali rispetto al- 
l'inversione {calcolati nelle variabili u e v) si riducono appunto alle funzioni 8, a>, /. 

Per la dimostrazione basta osservare che nell'ipotesi detta, cioè che le funzioni 0, 
(t), / soddisfano al sistema (ji), il sistema simultaneo (28), (29), (30), (22) è illimi- 
tatamente integrabile. 

Si avranno perciò da esso le funzioni ^E^ D con quattro costanti arbitrarie, e si 
verifica con un calcolo facile che le funzioni )/Ey D cosi ottenute e le funzioni /G, D" 
dedotte dalle (19) verificano le (2). 

È cosi stabilito il teorema. 

Osservazione. — Dalla formola (29) tenendo conto delle (20), (32) si ottiene: 

o log ^E a log Vg aMogj^_ a' log ^ . aiogo) aiogo 

dv du dudv dudv 'a« dv ' 

Parimenti si ha: 

aiogi/Gaiogt/g aMog|/l '_ a'iogû aiogo aiogc» 

du dv dudv dudv '^ dv du ' 

Queste relazioni provano che le due espressioni 

a log VE a log Vg d' logVË 

dv du dudv ' 

aiogt/Gaiogt/£ d' log)/ G 
du dv dudv ^ 

sono invarianti del gruppo conforme perchè si esprimono per «0, Û; d'altra parte, se 
si pensa l'equazione di Laplace a cui soddisfano le coordinate x, y^ 7^ essa è della 
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forma _ 

d'x ^ diogVÊ dx dlogVG dx 
dudv dv du"^ di* dv^ 

e i suoi invarianti nel senso di Laplace coincidono colie soprascritte espressioni; dunque: 
GVinvarianti dell'equoree di Laplace a cui soddisfano le coordinate d'un punto 
di una superficie riferita alle linu di curvatura, sono invarianti della superficie medesima 
rispetto al gruppo delle trasforma:(}oni conformi, 

§ Vn. — Gl'invarianti del Tresse. 

A complemento dei risultati sopra conseguiti mostriamo rapidamente in che modo 
gl'invarianti del Tresse possano esprimersi per mezzo degl'invarianti fondamentali. 

A tale scopo introduciamo per la superficie S i raggi principali di curvatura r^ , r, 
in un punto generico; avremo per formole note 

(34) ^^ - £ > ^ - G ; 

ossia per le (19) 

donde 

II a> 

Dalla prima delle (34) per derivazione, tenendo presenti le (22), si ricava : 

dv\rj~ E dv e • 

Ed ancora derivando la (36) ed osservando la precedente : 

d 
d 






Ora, indicando con J, ed s^ rispettivamente gli archi delle linee di curvatura 
u = cost., V = cost., potremo scrivere 

a/i\_ I d / <ü\ 

ossia per le (19) 

Da questa infine e dalla (36) si ricava in ultimo 



^^. U. ) _ e a / a> \ 



(38) 

Similmente 

(39) 



<Ù 
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che in forza della (32) si può scrivere : 

_A/_L\ 

__dSjAj\2_ I aiogQ 

(I I Y (ü dv ' 

-±(±.\ 

Siamo cosi pervenuti alle espressioni effettive degl'invarianti del Tresse segnati a 
pagina 949 della nota citata. 

Tali invarianti, secondo l'ordinaria definizione, sono di terzo ordine, poiché i primi 
membri delle (38) e (39) si esprimono colle derivate della :( rispetto ad x ed )^ fino a 
quelle di 3° ordine; sono invece invarianti di primo ordine secondo la definizione adot- 
tata nella presente memoria. 

Le formole (38) e (39) mostrano come essi si esprimono in forma molto semplice 
col mezzo degl'invarianti fondamentali co, ü. 

Seguendo un procedimento simile a quello tenuto per la formazione delle espres- 
sioni (38) e (^39), si ricavano parimenti le espressioni dei rimanenti invarianti del Tresse *). 

Frattanto riteniamo superfluo riportare i calcoli relativi e scriveremo senz'altro le 
definitive espressioni dei sudetti cinque invarianti, cioè precisamente: 

I / I d* 0) d log 6) ^ , fa) \ 

WyVdV "^ du 'dli^^~ù)' 

I / 1 a^ii aiogii d , _û\ 

o>' \ü dv' ^ dv 'dv^^ fa) r 

i__ / I d'fa) , a log fa) d j ü \ 

fa)û\faidadz; du dv °fa)/' 

I / I d'il a log 12 d . _w_\ 

i2fa)\ Ü a^ax;"^ dv du^^ilj' 

—'fV. 

fa)ü 

Ci proponiamo di ritornare sulla questione, per completare lo studio di questi in- 
varianti dal punto di vista delle loro applicazioni in geometria. 

Palermo, giugno 1906. 

Pasquale Calapso. 



•) L e, pag. 950. 
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ALCUNI TEOREMI SULLE CURVE RAZIONALI DI UNO SPAZIO 
AD r DIMENSIONI DOTATE DI r + i PUNTI D'IPEROSCULAZIONE. 

Nou di Luigi Berzolari (Pavia). 



Adanansâ del «4 giugno 1906. 



In due recenti lavori *) ho considerato coppie di piramidi (di r -f- i vertici) d*uno 
spazio S^ ad r dimensioni, che ho chiamato « ài Schlafu » e risp. a ài Möbius ». Due 
piramidi di Schlafu sono cosi tra loro riferite, che ogni S^_^ , il quale incontri r delle 
congiungenti i vertici omologhi, incontra pure la rimanente (e dualmente per le rette 
che tagliano gli S^_^ comuni alle coppie di facce omologhe). Due piramidi di Möbius 
si hanno soltanto per r dispari, e son cosi riferite, che quanti vertici si vogliano di cia- 
scuna, purché in numero dispari, e i vertici non corrispondenti dell'altra stanno in un 
iperpiano. Se Tuna delle due piramidi si assume come fondamentale, e se con le coor- 
dinate dei vertici dell'altra si costituiscono ordinatamente le orizzontali d'un determinante, 
questo nel primo caso risulta simmetrico, nel secondo emisimmetrico (e inversamente). 

In questa Nota mostrerò come coppie di piramidi sia di Schlafli che di Möbius 
s'incontrino nello studio delle curve razionali d'ordine qualunque n (con « ^ r) che 
son dotate di r -f- i punii à'iperoscula:(ione (punti per ognuno dei quali esiste un iper- 
piano avente ivi con la curva contatto «-punto) **). Son tali, per es., le curve razionali 
normali e le curve razionali generali d'ordine f + i dello S^ . 

I. Sia C" una curva razionale d'ordine n dello spazio S^ (con n ^ r), dotata 
di r -f- I distinti punti d'iperosculazione -4, , A^j . . . , A^_^^ . Dicansi a, , a^, . . . , a^^^ 
i parametri di questi punti in una qualsiasi determinazione parametrica fissata sulla curva, 



*) Sui sistemi di n -\- i rette dello spazio ad n dimensioni, situate in posizione di SchlAFLI [questi 
Rendiconti, t. XX (1905), pp. 229-247 J; Sull'estensione del concetto di tetraedri di Möbius agli iperspazi 
[ibid., t. XXII (1906), pp. 136-140]. 

•*) A tali curve si riferisce la mia recente Nota: Sulle curve gobbe rai^Umali dotate di piani stazionari 
singolari [Rend, del R. Istituto Lombardo, serie 2*, voi. XXXIX (1906), pp. 419-422]. Al caso del piano 
è dedicato il lavoro del sig. Brusotti, Sulle curve piane ragionali dotate di tre punii d'iperosculazione 
[ibid., serie 2*, voi. XXXVII (1904), pp. 888-907]; per lo spazio ordinario alcuni teoremi son stati dati 
dal sig. Marletta, Contributo alla teoria delle curve ragionali [questi Rendiconti, tomo XXI (1906), 
pp. 192-210]. Per quest'ultimo caso, e in connessione col presente lavoro, hanno luogo ulteriori e assai 
notevoli proprietà, che spero di poter pubblicare tra non molto. 
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e si ponga 

/(^) = (X - 0(> - O ••• (>^ - «,..)• 

Scelti come fondamentali gl'iperpiani a^, a^, . . . , a^^^ (iperpiani singolart) aventi 
in A^y A^j . . . , A^_^_^ contatto «-punto con la curva, le coordinate omogenee del punto 
corrente di questa si potranno esprimere, per mezzo del parametro ^, con le formole : 

X. = (X — ö.y (,= I, 2,..., r+l). 

Quando n sia pari, gl'iperpiani secanti C in gruppi di punti apolari a sé medesimi 
inviluppano una quadrica £*, avente l'equazione tangenziale 

i,k 
dove si è posto per brevità 

La quadrica E passa per i punti A^, A^^ . . , , A^^^y ed ha in essi per iperpiani 
tangenti i rispettivi iperpiani singolari a^ , a^ , . . . , a^_^^ . 

Questa quadrica è indeterminata per n dispari; ma in suo luogo si può allora 
considerare il complesso lineare r degli S^_^ in cui s'incontrano le coppie d'iperpiani 
secanti C" in gruppi di punti tra loro apolari. Dicendo tu.^ i= $.y)j^ — Ci^o,- le coordinate 
iperpiane d'un tale S^_^ (comune agl'iperpiani Ç, yì), r vien rappresentato dall'equazione 

i,k 

n complesso T contiene gli S^_, aventi con C" un contatto (r — lypunto nei punti 

2. Il determinante 

o (12)" ...(I, r+iy 

(2iy o . . . (2, r + 0" 



(r + I, I)- (r + I, 2)" . . . o 

formato con le coordinate dei punti A^^ A^y . . . , A^^^^ è simmetrico oppure emisim- 
metrico, secondo che n sia pari o dispari, e nel primo caso coincide col discriminante 
della quadrica E, In ogni caso esso contiene come fattore il discriminante della forma 
fÇk) *) : il fattore rimanente è dunque un invariante, di grado 2 (« — r), della forma 
stessa, ed anzi, allorché n ed r siano entrambi dispari, é il quadrato d'un invariante di 
grado n — r. Di qui e dal teorema del Kronecker, secondo il quale la caratteristica 
d'un determinante einisimmetrico è sempre pari, si deduce: 

Per n pari, l'appartenere i punti A^^ A^^ . . . , A^_^^ ad un iperpiano i caratterii^- 



*) Si noti che quel determinante è il prodotto, per orizzontali, delle due matrici 

— a^ a\ . . . (— i)"a^ 






na 



• (- 0""^, 
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:i^ato dall' annullarsi di un certo invariante^ di grado 2(n — r), della forma fÇk); quando 
ciò avvenga, e soltanto allora, la quadrica £, come inviluppo, i sempliumente specializzata, 
e come luogo si riduce al detto iperpiano contato due volte. 

Per n dispari ed r pari, i punti A^j A^j . . . , A^_^^ stanno sempre in un iperpia- 
no *), ma possono anche appartenere ad uno spa:(io lineare S^ ^ di minor dimensione 
{con h dispari « X i). 

Per n dispari ed r pure dispari, i punti A^^ A^^ . . . , A^_^^ non giacciono^ in ge- 
nerale, in un iperpiano: ma giacciono addirittura in un 5,_j, o in uno spa:^io lineare 
^r-b ^* ^inor dimensione {con h pari e X 2), quando sia nullo un certo invariante, di 
grado n — r, della forma /(^). 

Negli ultimi due casi, il sistema nullo determinato dal complesso lineare T h degenere, 
di specie fc, e il complesso medesimo ha VS^_^ come spaT^io singolare **). 

Sono specialmente da notarsi i casi particolari di « = r-f-i ed « = r-|-2. 

Data in S^ una curva ra:^ionale generale d'ordine r -{' ij se r i pari i punti di 
contatto de' suoi iperpiani sta:(ionari appartengono ad un iperpiano; mentre, se r h dispari, 
ciò avviene quando, e sol quando^ essi costituiscano sulla curva un gruppo apolare a se 
stesso, ossia quando la quadrica E si riduca, come luogo ^ ad un iperpiano doppio (quello 
appunto che contiene gli r -f- i punti nominati). 

Data in S^y con r dispari, una curva ragionale d'ordine r -f- 2 dotata di r -{- 1 
punti d'iperosculaT^ione, questi non appartengono, in generale, ad un iperpiano; ma giac- 
ciono addirittura in un S^_^ (0 in uno spaT^io lineare di dimensione minore, ma dispari) 
quando, e sol quando, formino sulla curva un gruppo apolare a si medesimo. 

Quest'ultima proprietà è nou per r = 3 ***). Ma in S^ si ricava dal teorema ge- 
nerale un'altra proprietà, che non credo osservata, ponendo n = 7. Invero l'invariante 
della biquadratica /(>), del quale allora si tratta, essendo di 4° grado, non può essere 
che il quadrato dell'invariante quadratico, epperò: 

In una curva gobba ra^^ionale del 7" ordine, dotata di quattro punti d'iperoscula- 
[ione, questi non sono generalmente complanari, ma stanno addirittura in linea retta 
quando, e sol quando, costituiscano sulla curva un gruppo equianarmonico. 

3. Poiché il determinante formato con le coordinate di A^j A^j ..., A^_^^ è sim- 
metrico o emisimmetrico secondo che n è pari o dispari, dalle proprietà richiamate in 
principio, e da qualche altra per la quale mi limito a rimandare ai miei due lavori là 
citati, segue senz'altro: 



*) Per il piano vedi : Brusotti, 1. e, n° i ; Marletta, 1. e, I, n" 6. 

**) Lo spazio lineare 00^- • degli ipeq)iani passanti per VS^^j, è il cosidetto 5pa:^iO'Cenlro del 
complesso. 

***) Ciani, Sopra alcuni gruppi lineari quaternari dotati di quartica, di quintica gobba ragionale in- 
variante [Rend, del R. Istituto Lombardo, serie 2*, voi. XXXVII (1904), pp. 341-35} (n° 13)]; Marletta, 
Sulle curve ragionali del quinto ordine [questi Rendiconti, tomo XIX (1904), pp. 94-119 (III, n° 7)]; 
Bbrzolari, Osservazioni alla Nota precedente del prof. E. Ciani v Sopra le curve gobbe ragionali di quinf or- 
dine » [Rend, del R. Istituto Lombardo, serie 2*, voL XXXVIII (1905), pp. 446-448J. 
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Se n è party la piramide che ha per vertici i punti A^^ A^^ ..., A^^^ e quella che 
ha per facce i rispettivi iperpiani singolari a^, a^, . .. , ol^_^^ sono di Schlafu; ed E 
h la quadrica rispetto alla quale sono reciproche l'una dell'altra. 

Se n ed r sono entrambi dispari, le due precedenti piramidi sono di MöBius; e T 
è il complesso lineare di S^^ rispetto al quale sono reciproche l'una dell'altra. 

4. Le coordinate del punto corrente neirS^_j osculatore a C nel punto di para- 
metro X son date, al variare di X^ , \j . . . , \_^j da: 

X, = 0.- a,)--'(\ - aX\ - «,) . • . a_, - «.) (i = .. 2. . . . , r + ,). 

Ponendo in queste >. = a^ ed eliminando X,, X^, ..., \_^y risulta che VS^_^ 
osculatore a C" nel punto -^^ (^ =: i, 2, . . . , r -f- i) è Tintersezione dell'iperpiano 
singolare a^ (di equazione x^^ = o) con Tiperpiano 

(2,3, ..., k — i, k + i, ..., r + i) (1, 3,4, ■-> k — i, fe + i, ..., r + i) 

(*, i)"-^*^ ' (*, 2)-^-^^ ** 

, , . r^k ih2, ...,* — 2, fe + i, ..., r + i) 

/_ , V-» (i> 2, ..., fe — I, fe + 2, ..., f + l) 

I _i / -\r-n(J ? ^? •- •? ^ ^? ^'T'^y '♦'? r) ^ 

dove ad es. con (2, 3, . . . , k — i, it -f- i, . . . , r -f- i) si è indicato il determinante 
di Vandermonde formato con a^, a,, . . . , Aj^ , , 0,^^^, . . . , fl^,^,, epperò in partico- 
lare con (i, k)y come nei n' precedenti, la differenza a. — a^ . L'ultimo iperpiano è 
quello che projetta TS,. ^ osculatore in A,^ , dal punto d'incontro degl'iperpiani singolari 
aventi i punti di contatto nei rimanenti punti A.. Ora se si moltiplica la precedente 
equazione per ( — i)^~S nelle equazioni che ne derivano per Jfe ^ i, 2, . . . , r ^ 1 
il determinante dei coefficienti delle coordinate risulta simmetrico o emisimmetrico se- 
condo che n — r sia dispari o pari. Riducendolo a forma intiera, si riconosce facil- 
mente ch'esso è un invariante, di grado 2(r — i)(n — r -f- i), della forma/(X), ed 
anzi, quando w ed r siano dispari entrambi, il quadrato d'un invariante di grado 
(r — i)(« — r -\- i). Si ha dunque il teorema: 

Se n ed r hanno diversa parità, gli S^^ osculatori a C nei punti A^y A^j . . . , A^^^ 
sono in posi^^one di Schläfli *); 0, ciò che è lo stesso, sono di Schlafu la piramide 
che ha per facce gì' iperpiani singolari a^, a^, ..., ol^^^, e quella che ha per faut 



*) Nel piano si ha di nuovo il teorema (caso particolare anche delFultimo del n° i) che per n 
dispari i tre punti d'iperosculazione sono allineati. Nello spazio ordinario risulta che avendosi una curva 
gobba ragionale d'ordine pari, dotata di quattro punti d'ipcrosculaiiorie, le tangenti in questi punti sono iper- 
boloidiche : proprietà nota soltanto per la quartica di 2* specie ( « = 4) : Cremona, Intorno alla curva 
gobba dtl quarfordinr, per la quale passa una sola superficie di secondo grado [Annali di Matematica, 
serie I*, tomo IV (1861), pp. 71-101 (§ 14)]. 

Rtmi. Circ. Mattm. ì'altrmo, t. XXII (1906). — Sumpato il a agosto 1906. 18 
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gVipcrpiani projettanti dai vertici della preudente gli S^_^ osculatori a C" situati nelle 
}acu «,,«,,..., «,^, risp. opposU. 

Se inveu n ed r sono entrambi pari, gli an^^idetti iperpiani projettanti passano per 
uno stesso punto (o per uno stesso spa^o lineare d'un numero pari di dimensioni); mentre, 
per n ed r ambedue dispari^ essi sono generalmente le facce di una piramide, che h in 
posizione di MöBius con la x^ol^ . , . a^^^ , ma passano tutti per una medesima retta 
(p per un medesimo spailo lineare a maggior numero di dimensioni , purchh dispari)^ 
quando sia nullo un certo invariante^ di grado (r — i)(ii — r -f- i)> della forma f(X) *). 

5. Quando si n che r siano dispari, il complesso lineare di rette, rispetto al quale 
sono reciproche le due piramidi considerate nel n° precedente, ha per equazione : 

dove /).j = X. jfj — x^y. sono le coordinate locali della retta congiungente i punti .x, y; 
F.j è il determinante di Vandermonde formato coi numeri che rimangono da a^j 
^xì • • • j ^r-hi togliendone a . e aj , e la somma è da estendersi a tutte le coppie di va- 
lori di i, ifc= I, 2; I, 3; ... ; r, r+ I. L'invariante simultaneo di questo complesso 
e del complesso r (n® i) è dunque 



l(-o'-'(-nf^''''=°> 



(0 I (-■)'*'»',.(*,»)-■ 

Ma poiché r è dispari si può scrivere: 

(2) (i, *y-'=«-'-«r)-('--2)«-'a»-^.ar')+(''7'')«-^«:-<«ro- • • • • 

Sostituendo in (i) queste espressioni, si annullano separatamente tutti i gruppi di 
termini che si ricavano dall'invariante stesso ponendo in luogo di (i, kj"^ volta per 
volta le diverse differenze di cui si compone il secondo membro della (2): essi equi- 
valgono infatti allo sviluppo (secondo la regola di Laplace) del determinante che si 
deduce dalla matrice 

I I ... I 
a, a. ... a. 






aggiungendole o la sua prima e la sua ultima orizzontale, o la seconda e la penul- 
tima, . . . L'invariante (i) è dunque nullo, e però si conclude: 

Se n ed r sono entrambi dispari, il complesso lineare V di S^_^ {rispetto a cui son 
reciproche le due piramidi di Möbius del n° 3), e il complesso lineare di rette, rispetto 



•) Per le curve razionali normali (« = r) questa parte del teorema è già dimostrata, in altro modo 
e sotto la forma duale, nella mia Nota : SulU curve d'ordine n dello spazio ad n dimensioni [Rend, del 
R. Istituto Lombardo, serie 2*, voi. XXXVI (1903), pp. 791-795J. 
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al quale son reciproche le due piramidi di Möbius considerate nel n° precedente^ sono in 
involu^ne *). 

Quando n ed r abbiano diversa parità, la quadrica rispetto a cui sono polari re- 
ciproche le due piramidi di Schlafu del n° prec. ha per equazione: 



r... 



¥-'^wt- 



— ^x..Xt = o. 



E però il ragionamento medesimo di poc'anzi prova che per n pari ed r dispari 
essa è apolare alla quadrica (inviluppo) E. Dunque: 

Se n l pari ed r dispari, la quadrica-inviluppo E {rispetto a cui son reciproche le 
due piramidi di Schlafli del n° 3), e la quadrica-luogo, rispetto alla quale son polari 
reciproche le due piramidi di Schlafli considerate nel n° precedente, sono apolari tra loro. 

Pavia, 18 giugno 1906. 

L. Berzolari. 



*) Intorno al significato geometrico della posizione involutoria di due complessi lineari, Tuno di 
rette e Taltro di S^_^ , in 5^ , cfr. Castelnuovo, Ricerche di geometria della retta nello spazio a quattro 
dimensioni [Atti del R. Istituto Veneto, serie 7', tomo II (1891), pp. 855-901 (n° 12)]; S. Kantor, ZX^ 
linearen Systeme linearer Strahlenhomplexe im R^ [Sitzungsb. der math.-nat. Klasse der Kais. Akad. der 
Wissenschaften (Wien), Bd. CXII (1903), pp. 815-877 (SS 3, 4, 5)]. 
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Prendendo il centro della sfera come origine delle ccx)rdinate cartesiane orto- 
gonali (x, yj :(), o polari (p, Ö, 9), il valore di F^ in un punto qualunque (p, 6, ç) 
di 5^ è dato dalla nota formola: 

da essa è facile dedurre, mediante derivazione, la nota formola: 

(^) -17^1^ = -^^^ (*"<^) 

valida in ogni punto di <y, e che ci sarà utilissima in seguito. 

2. Supponiamo ora che lo spazio S. sia riempito di massa, la cui densità in un 
punto qualunque sia u\ allora la funzione potenziale di tale massa è 

(3) t7(x,y,0 = £^, 

r essendo la distanza del punto potenziato (x, ^, :() dal punto potenziarne variabile, e 
dS. l'elemento di volume adiacente a questo punto. 

Se poi indichiamo con C7. la funzione U per i punti di S^, e con U^ la fun- 
zione U per i punti di 5^, si ha dalla (3): 

(5) A, [7, = o, (in 5J \^- dx^-^ df -^ d:Cr 

Ciò premesso, supponiamo che la densità u sia somma di prodotti di potenze pari 
di p per delle funzioni armoniche, cioè che sia esprimibile colla formola : 

le F^ essendo funzioni armoniche in S-; ciò equivale a dire che la densità u è una 
funzione poliarmonica d'ordine m. 
Sostituendo nella (4) si ha: 

(7) ^,t7, = -4«Ì;,p'*i=-»; 

o 

la funzione U. è perciò poliarmonica d'ordine m -f- i, e può quindi scriversi anche 
co^: 

(8) t^i=|:.p'"*.. 

le 4>^ essendo funzioni armoniche da determinarsi ; sostituendo nella (7) risulta : 

£,p"-[2«(2« + I)*, + 4np^ + 4«F._.] = o, 

ora, affinchè quest'equazione possa sussistere, debbono essere nulle tutte le espressioni 
entro le parentesi quadre, cioè : 

(9) -~?^'^- + P77 = ~T^-- (n = i, 2, ...,m); 



222 TOMMASO BOCCIO. 



da quest'equazione si ricava, con una nota formola : 

(io) 4>, = p ' / p ' F^^.df (n= I, 2, ..., m), 

e, come si sa, questa è l'unica funzione armonica che soddisfa alla (9); in tal modo 
conosciamo le funzioni armoniche 4>j , 4>j , . . . , 4>^ . 

3. Rimane da determinare la funzione 4>^. 

Osserviamo che essa è armonica in S,. e che nei punti di a si ha, dalla (8): 

inoltre, come risulta dalla (5), la funzione U^ è armonica in 5^, e nei punti di a si 
ha t/, = U^, cioè : 

(II) t/. =!:.«"*.; 

possiamo perciò applicare la (2) alle funzioni armoniche: 

ed abbiamo : 

ovvero per la continuità delle derivate prime di U attraverso <i: 

e sostituendo ad U. il suo valore (8): 



2 



t^"{^Tf) + J.^«^'"*. + |.*'"*. = °' 



ed è chiaro che quest'equazione sussiste non solo nei punti di d, ma in tutta la sfera S, . 
Essa può ancora scriversi : 

e ricordando le (9) : 



da cui si ricava : 



T*o + P^ = '^tT*"^.-' 



(12) *„ = ^f,^R"f' ' f%~ ' F^,df. 

9/0 

4. Sostituendo i valori (io), (12) nella (8) si ha: 

(13) l/. = -«l,-p ' jj' ^._.^P + -Z.^Ä"P 'j[ P 'F._.dp, 
e questa formola ci dà appunto la funzione U. espressa mediante quadrature. 
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Per trovare ora la funzione U^ bisogna tener presente che è armonica in S^ e 
che nei punti di n soddisfa alla (ii), perciò ricordando la (i) avremo in ogni punto 

ossia: 

(i4)t7, = -uX„^p ^ jf p ' F_dp + ^Ç^^A"p -y^ p 'F_dp; 

la funzione U^ risulta così anch'essa espressa con integrali semplici ; come si vede que- 
sta espressione si può ottenere dalla (13) cambiando semplicemente il limite superiore 

p degli integrali in — . 
P 
Trasformando gli integrali che figurano nelle (13), (14) in integrali fra i limiti 

o ed I si ha ancora: 

(13') U, = -^Z^^r/y'^F.-XfrìaiL + ^t^^R"fy'"^F,_X?V-)dv., 

(14') U, = .l.l±R"-'jy-^(, - p-)F._.(^,.)rf{.. 

In particolare, se le funzioni armoniche F^, che figurano nella (6), sono funzioni 
razionali delle coordinate (x, y, :(), con che la densità u sarà una funzione poliarmo- 
nica razionale, le quadrature indicate nelle formole precedenti si potranno eseguire sotto 
forma finita, e quindi le funzioni U- , U^ risulteranno pure espresse sotto forma finita. 

Se poi la densità u è una funzione razionale ed intera, sarà necessariamente po- 
liarmonica di un certo ordine, e le funzioni F^. saranno polinomi armonici; e la (13) 
darà la funzione U. espressa mediante polinomi: risultato questo ben noto. 

Se w = I si ha dalle (13'), (14')' 

3 ^ '3 P 

che sono le notissime formole della funzione potenziale della sfera omogenea. 

5. Vogliamo ancora accennare un procedimento, diverso dal precedente, per otte- 
nere la funzione potenziale 1/ sotto la forma (13). 

Chiamiamo V la funzione armonica in S. e che su <y coincide con C7, e poniamo : 

W=U -V\ 
allora avremo: 

(15) \^W = ^^U=-^^u (inS,) 

(16) W^o (su ff). 

Ritenendo sempre la densità u data dalla (6), si può ottenere facilmente la fun- 
zione W espressa mediante quadrature; basta porre: 

(17) »^=5.?"^,, 
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ovvero: 

— [7 4- p -j— i- = 2 7c if tt (su a\ 
2 * ' ^ ap ^ ^ 

7. Chiamando F la funzione armonica in S. e che su d coincide con u, funzione 
che si suppone nota a priori, si ha dall'equazione precedente : 

(21) ±U,^/-^ = 2^RF, 

e quest'equazione sarà valida non solo su <j, ma nella sfera S.; se ne deduce: 

(22) U, = 2i:Rf^£f'^Fdf, 

che è la formola cercata; essa esprime U- mediante un integrale semplice. 
Per trovare U^ basta applicare la (i) e si ottiene: 

(23) U, = 2i:Rf'J f'Fdf, 

perciò anche U^ è espressa con un integrale semplice. 

In particolare, se la F è una funzione (armonica) razionale di (jc, y, :(), cioè se 
i valori della densità u sono eguali a quelli che prende su a una funzione (armonica) 
razionale delle coordinate (x, y^ :(), le quadrature che figurano nelle (22), (23) si pos- 
sono eseguire sotto forma finita. 

Se i valori della densità u sono eguali a quelli che prende su <y una funzione 
(armonica) razionale intera, la (22) esprime la U. mediante polinomi. 

Se M = I si ha dalle (22), (23): 

U, = 4^R, U, = 4i:R'j-, 

che sono le note forniole della funzione potenziale di una superficie sferica omogenea. 

8. La formola (21) conduce ad una semplice soluzione del problema dell'induzione 
magnetica per una sfera isotropa *). 

Vediamo un'altra applicazione. Sostituendo nella (21) ad 17; il suo valore (19) si ha: 

d — 

2%RF = — / 1- / up^r-à<r 

^ Ja »- Jo àf 

2 J, r J„ r' 

' jR' - f')ud<7 

che è la nota formola che risolve il problema di Dirichlet per la sfera. 



-ti: 



*) Cfr. BoGGio, Nouvelle résolution du problème de l'itiduclion magnétique pour une sphère isotrope 
[Comptes rendus de TAcadémie des Sciences de Paris, tome CXLII, i^' semestre 1906, pp. 701-703J. 

Rtnd. Cire. Mattm. Palermo, t. XXII (1906). — Stampato il 3 agosto 1906. a^ 
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9. I ragionamenti precedenQ possono applicarsi anche al caso in cui il campo 5- 
è lo spazio indefinito limitato da un piano <i, come ora mostreremo rapidamente. 

Assunto questo piano come piano xy, supponiamo che la r^one S- sia quella 
per ori ;( > o; e denotiamo con 5, quella ove :( < o- 

È allora assai facile vedere che le formde corrispondenti delle (i), (2) sono: 

(24) ^X^> y^0= ^i('. y^ <l ove z: = -x, a < o), 

inoltre le (4), (5) rimangono inalterate. 

Suppongasi che la densità u della massa che occupa lo spazio 5., sia il prodono 
di una potenza intera e positiva di i^ per una funzione armonica, doè : 

esprimeremo 17. colla formola: 

(26) i/.=i;.^*.; 

sostituendo questo valore nella (4) si ha: 
donde : 

(28) !ìJlÌ4»_+^ = o (n=i. 2. ....«). 

Dalla (27) con una quadratura si ha <I>^^^ . Poi dalla (28) si hanno successivamente, 
con altrettante quadrature le funzioni armoniche <I>^ , ^^_^ , . . . , 4>j ; e mediante in- 
tegrazioni per parti, queste funzioni si ottengono tutte espresse per mezzo di integrali 
semplici. 

Procedendo poi come a § 3 si conclude che la funzione armonica 4>^ soddisfa al- 
l'equazione : 

2-^ + ^. =0 (sua), 

la quale, evidentemente, vale pure per i punti di S. ; con una quadratura si ricava <I>^ . 

Sostituendo nella (26) avremo la funzione C7, espressa con integrali semplici; se 
ne deduce poi subito l'espressione di U^, 

Se poi la densità w ha la forma più generale: 



=t^''- 



ove le F^ sono funzioni armoniche, si ottiene per U. una somma di termini del tipo 
di quelli ottenuti precedentemente. 

IO. Se sul piano d è disteso uno strato semplice, con densità u, avremo come 



TRASFORMAZIONE DI ALCUNB FUNZIONI POTENZIALI. 227 

espressione della funzione potenziale la (19); e dalla formola che caratterizza b discon- 
tinuità delle derivate normali della funzione potenziale di superficie, combinata colla 
(25), si deduce; 

-T-^ = — 2 W 14 (su d). 

Se F è la funzione armonica in S. e che su a coincide con w, si ha da quest'equaziooe: 

^ = -2«F (in so 

e di qui con una quadratura si ha CJ., dopo di che si ottiene subito U^. 

Se invece si sostituisce nell'equazione precedente ad U. la sua espressione (19) risulta: 

cosi si è ottenuto, con altro procedimento, la formola che risolve il problema di Dna- 
CHLET per il semispazio S. . 

II. Le proprietà esposte nei §§ precedenti hanno le analoghe per il potenziale lo- 
garitmico, e si possono stabilire in modo simile; siccome però si presenta qualche com- 
plicazione nel corso dei calcoli, conviene esporli brevemente. 

Chiamiamo g. il cerchio di raggio i?, il cui centro è l'origine delle coordinate, e 
diciamo s la circonferenza che lo limita, e d^ la regione di piano esterna ad s. Suppo- 
nendo che su <i. sia distribuita una massa con densità w, il potenziale logaritmica di 
essa sarà: 

(30) U(x,y) = £^log^yd.,*), 

r essendo la distanza del punto potenziato (jc, y) dal punto potenziante variabile. 

Se il punto (x, y') si allontana indefinitamente, la U^ diventa infinita, e precisa- 
mente si ha: 

(51) liin-^ = M (p = t^j?+7), 

-log-i- 

essendo Af la massa totale, cioè: 

(32) M =: I uda. 

Ne viene che ponendo, per i punti di a/. 

(33) U, = U',-\.MÌog±, 

la funzione U'^ sarà finita nei punti di <y^, e anche per p = 00, e si avrà dalla (51): 

(34) liinC7: = Mlog4-. 

P—00 J^ 



*) Per le proprietà fondamentali del potenziale logaritmico vedasi ad es. : A. Harnack, Die Grund- 
lagen der Theorie des logaritmischen Potentiales (Leipzig, 1887). 



- ■ ■ • 

^^ ^ .^, sco: :-=j:«.-r. ir=i:r:-*r:t: zi r . s pccn rtpprcaenctre U. colla seguente: 
Le ♦, =s5c-..: '.^jicc: irT=i:cJC-si = r : mxBûeaôo œax a 5 2 si trova che esse 

ia c'j: s r.ciM: 

la. Ri-r-iT'c ir.c."-^! li ietcrrrj-arì: li f-Tiixie ♦ . 

Essj ;::iir:.^ i irrxxrrci r: î e m pend ü i sì ha dalie (55), (37): 

(40) ^.^^"♦• = r («0; 

inolre il :' r^rrrr." i ^t.i rurjicr* irr.:oricì ir. ce il 2*^ membro in c^. 

v.>sser^-:ir::c fv^i c>e >*? s: :r.^w cor. T uni funzione armonica (e finita) nel cer- 
chio -: , e cor. r \Lzu :\:rji. r.^ irmorJci ìz t. , ónita per d = ac e tale inoltre che 
su j si dbbià r = r , sira ir: oçni rur.io iì s : 

(41) ^Ç - 'ff = ^^ ') (su 4 

Considennio ora k fur^rion: 

si riconosce, per quinto si è ceno preceòeniemente, che esse si trovano appunto nelle 
condizioni volute per rappLìcizione della (41), perciò si avrà: 

-=- j 4* J LT 



•) InCmi nelle ipotesi poste, indicando con T (^i', 0) il valore di /', nel punto (p', 0) di a , il va- 
, F g nel punto Cp, 6) di », e dato, ir. \irìù di una ben nota proprìeti dell'inversione, da 



, per derivazione, risulta Êudlmente b (41). 
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ovvero, ricordando la (33): 
od ancora: 

Adoperando la (37) e facendo qualche riduzione si deduce, in ogni punto di d,.: 

D 1° membro si annulla per f = o, perciò conviene trasformare il 2° membro 
in guisa che risulti che anch'esso si annulla per p = o. Ricordando le (32), (36) si ha : 

» Ja 

ora prendendo la formola di Green : 



e ponendovi: 



P 
si Ottiene: 



w = F^ . V — — j-, 



cioè per il teorema della media di Gauss: 

essendo F°_, il valore della funzione F^_, per p = o. 
Avremo quindi : 

(45) m=.'1^±.r"f:_„ 

e sostituendo nella (42): 

df 2 4-" » p ' 

dalla quale risulta che il 2° membro è finito per p = o. 
13. Integrando si deduce: 

(44) *.=. + ^|.-i-«--££-^jp, 

ove a è una costante da determinarsi. Per ottenere il valore di questa costante osser- 
viamo che dalla (40) si ha : 

lim J if"cl^, = limC7:, 
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ovvero, ricordando la (34): 

essendp <I>° il valore di <l>^ per p = o. 

Siccome dalla (44) risulu 0° = fl, avremo dall'eguaglianza precedente : 

«=- !:.«"*:+ Af log -i-, 

e cosi la costante a è determinata. 

Poiché dalla (38) si ha per p = o : 

potremo scrivere, tenendo presente la (43): 

Sostituendo nella (37) alle funzioni <1>^ i loro valori avremo la funzione U^ espressa 
per mezzo di quadrature. Dopo ciò, dalle (33), (40) si ha subito l'espressione di 17^, 
che risulterà pure composta di int^rali semplici. 

Se le funzioni armoniche F^, che figurano nella {)6)y sono funzioni razionali 
delle coordinate (jc, y), le quadrature indicate nelle (39), (44) si potranno eseguire 
sotto forma finita. 

Se la densità u è una funzione razionale ed intera, le funzioni Fj della (36) sa- 
ranno polinomi armonici e la funzione Î7. risulterà anch'essa un polinomio. 

Se infine u = i si ha : 

^^ = a = -^R'(^i+2\og-^y 4>, = -—, t>, = <I>3= ... =<I>^ = o, 

onde: 

U, = ^ÌR' - p') + ^R'iog^, U, = ^R^log j-, 

che sono le note formole del potenziale logaritmico del cerchio omogeneo. 

14. Se sulla circonferenza 5 è distribuita una massa con densità Uy il suo poten- 
ziale logaritmico è : 
(45) U(x,y) = J{log-Lyds, 

e nei punti di s ha luogo la formola seguente, analoga aHa (20): 

dU, dU 

-j— j— ^ :;^ 2 w u* 

ap ap 

Inoltre colla posizione (33) ed applicando la (41) si ha: 
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ovvero : 



df 
Ne viene: 

dU, 



2 
ed è facile dedurne: 






(46) f^ = ^RF--Ljuds (ina,), 

essendo F la funzione armonica in d., e che su s coincide con u. Questa formola è 
l'analoga della (21). 

Chiamando F° il valore di F per p = o, si può ancora scrivere : 

f^ = izRF-izRF\ 



Cloe; 



äV^^^gF-f 



à, -•' p • 
ed è chiaro che il 2° membro è finito anche per p = o ; ne viene : 



o P 



a essendo una costante da determinarsi ; ricorrendo alla (45) per p = o, si deduce 
subito : 



(log^)^«^., 



e cosi abbiamo la funzione 13. \ se ne trae poi senza difficoltà l'espressione di U\ e 
quindi di 17^. 

Se u = I si ha : 

U. = a = 2wÄlog-i-, t7^ = 2wÄlog-i-, 

che sono le note formole per il potenziale logaritmico della circonferenza omogenea. 
Notiamo ancora che dalla (46), sostituendo ad £7. il suo valore (45) risulta : 

TçRF = — / uds — / ^ 4 uds 

che è la nota formola che risolve il problema di Dirichlet per il cerchio. 
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APPENDICE 

La tomiola (2) è udlissiina, come a è visto, nelle questioni relative alla sfera. 

Per mostrare un'altra applicazione possiamo determinare la densiti deUa distribu- 
zione indotu su una sfera conduttrice, issata, da masse elettriche fisse situate all'esterno 
della sfera. 

Chiamando u la densità ddl'elettridti distribuita sulla superficie sferica a, ndlo 
suto d'equilibrio, U la funzione potenziale corrispondente avremo, procedendo come 
a S 6: 

d'altra pane se T è la funzione potenziale ddle cariche induoenti deve essere, in ogni 
punto della sfera 5,: 

ove e è una costante; sostituendo si ha quindi la nou formola del Betti *): 



^" = t['-''+'*37]- 



Genova, iprìle 1906. 

Tommaso Boggio. 



•) Betti, Teorica dsUe for^c newtoniane^ etc., pag. 182 (Pisa, 1879). 
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EIN BEITRAG ZUR THEORIE DER INTEGRALGLEICHUNGEN. 
Von Adolf Knesep (Breslau). 



Adunanza <tel X4 giugno 1906. 



S I. 

Rückblick auf die Fredholm'sche Theorie. 

Die Buchstaben s^ t, r^ r^^ r^j , , . mögen Stellen eines bestimmten, im Endlichen 
liegenden, zusammenhängenden Gebiets / bedeuten, das von einer, zwei oder drei Di- 
mensionen sein kann; demgemäss sind, wenn wir von Variablen 5, ^, r, ... sprechen, 
ebenso gut variable Grössen wie Stellen gemeint. Die Symbole dsy dty ... mögen die 
Elemente des Gebiets /, ein Integralzeichen, unter dem sie vorkommen, eine Integration 
über das ganze Gebiet / bedeuten. 

Mit diesen Bezeichnungen kann das erste Hauptresultat der überaus schönen und 
wichtigen Theorie von Fredholm *), zugleich das einzige, das wir ohne Beweis hin- 
stellen, in folgender Form ausgesprochen werden. 

Es sei KÇs^ t) eine endliche und stetige Funktion der Variablen s und tjf(t) eine 
gegebene, 9(5) eine unbekannte Funktion, und X eine Konstante. Dann kann die hete- 
rogene Integralgleichung 

<f{s) = \fKis,r)<fir)dr-\.Ks), 

als deren Kern wir mit Hilbert **) die Funktion K(Sy i) bezeichnen, auf die Fred- 
HOLMsche Resolvente, eine spezielle heterogene Integralgleichung, zurückgeführt werden, 
die Gleichung 

<Pis, t) = \jK(s, r)iP(r, t)dr -\- K(s, t), 
in der U> die Unbekannte bedeutet ; die allgemeine Lösung der ersten Gleichung ergibt 



*) Sur une nouvelle méthode pour la résolution du problems de Dirichlet [öfversigt af Kongl. Ve- 
tenskaps-Akademiens Fôrhandlingar, t. LVII, pp. 39-46 (Stockholm, 1900)]. Sur une classe adéquations 
fonctionnelles fActa Mathematica, t. XXVII (1903), pp. 3 65 - 3 90 J. 

**) Grund\uge einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen fGörtingcr Nachrichten, 1904, 
S. 49-91» 213-259]. 

Rtmd. Ore. Mmiem. PaUrmo, t. XXII (1906). — Stampato il 3 agosto 1906. IO 
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sich durch die Formel 



9(0 ^m-^-^ /h*, r)mdr. 
Für ^ (5, f) findet man aber einen Quotienten zweier ganzer Funktionen von X, nämlich 

*(,, = /)(>;) :I>(X), 

wobei folgende Definitionen gelten: 



AO,0=ff'-fdr,dr, ...dt 



K{s,i) K(r„0 . --Kir^t) 
K(s, r.) K(r,, r.) . . . K(f,, r,) 



^, = y^._. (r, r)df, ^„ = 1, A^s, = ■«■(*, 0- 

Aus den hiermit festgesetzten Beziehungen rwischen den Koeffizienten des Zählers 
und Nenners von <l>(i, i) ergibt sich unmittelbar 

oder die Fundamentalgleichung 

Verschwindet also die von s und t unabhängige ganze Funktion -D(X) an der Stelle 
X,, so kann die Funktion 

an derselben Stelle höchstens in derselben Ordnung wie D* (X), also nur in geringerer 
als -D(X) selbst verschwinden; \^ ist also sicher ein Pol der Funktion <[>(5, /) und 
man kann setzen 

wobei n eine positive ganze Zahl, P eine Potenzreihe ist, die Funktion H^{s^ i) sicher 
nicht identisch verschwindet, und wie <[>(5, i) in s und / stetig ist. Setzt man diesen 
Ausdruck für <[>(j, /) in die FREDHOLMsche Resolvente ein, multipliziert mit (X — XJ" 
und setzt dann X = X^ , so ergibt sich 



HXs,t) = \fKis,r)HXr,Odr, 
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und hiermit ist gezeigt, dass die homogene Integralgleichung 

<f(s) = \fK(s,rMr)dr 

bei der Annahme 1 = 1^ eine nicht identisch verschwindende stetige Lösung 9(5) be- 
sitzt, die wir mit Hilbert als Eigenfunktion des Kerns K{Sy t) bezeichnen, die zu dem 
Eigenwen X^ gehört. 

Jeder symmetrische Kern besitzt EigenfunktioneiL 

Es ist leicht, die Funktion 4> (j, t) nach steigenden Potenzen von X zu entwickeln. 
Zunächst ergibt die pREDHOLMsche Resolvente 

4.(5, = \Jk(s, r)*(r, t)dr + K^s, 0, 

dass das von X freie Glied K(^s, i) sein muss; setzt man demgemäss die Reihe 
4.(5, = Kis, + IC(s, t)\ + K^{s, t)X* + . . . 

in die Resolvente ein, so findet man allgemein 

ICis,0 = jKis,r)K'-(r,()dr, 
speziell 

IC(s,0 = jKis,r)K(r,t)dr, 

K\s, = Jk(^s, r,)IC(r„ t)dr^ = JJk{s, r,)K(r,,r)K(r, t)drdr,, 

und wiederum allgemein 

K\s, = // • • • fK(s, r,_,)Kir,_,, r_) . . . K(r„ r)K(r, ()drdr, . . . dr,_„ 

woraus unmittelbar folgt 

Die Grössen K" bezeichnen wir mit Hilbert als iterierte Kerne. 

Jetzt sei K speziell ein symmetrischer Kern, sodass die Beziehung 

KO,t) = KQ,s) 

gilt. Dann schliesst man aus der allgemeinen Formel für /ST", indem man in jedem der 
unter dem Integralzeichen stehenden Faktoren die Argumente vertauscht, dass auch 
die iterierten Kerne symmetrisch sind. Ferner verschwindet keiner von ihnen identisch; 
denn geschähe dies zuerst bei üf", so würde auch ÜT""^* verschwinden, und wenn die 
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gerade der Zahlen n und « -|- i durch 2 m bezeichnet wird, erhielte man 

K'-'{t,t) = jK''it,r)ICXr,t)dr, 
und wegen der Symmetrie der iterierten Kerne 

ir'Q,t) = J[iro,r)Ydr. 

Da nun K'"* (/, t) identisch verschwindet, gilt dasselbe von K'" (/, r), was der Voraus- 
setzung widerspricht, Ä^" sei der erste iterierte Kern, der sich identisch auf Null 
reduziert. Bei symmetrischen Kernen tritt dies also nach keiner Iteration ein, und die 
letzte Gleichung zeigt, dass auch keine der Grössen Ä'*"(/, /) identisch verschwindet. 
Kombiniert man nun die Formel 

*(5, = i)(x ; ) : D(x) = °fir-'is, t)r 

mit der in § i angegebenen 

/4 :)..=- -fi). 

SO ergibt sich 



oder wenn man 



U, = fK'(r,r)d, 



setzt, 

diogDiy,y _ °f 

d-k ~ 4 "*' 

Diese Reihe kann, wie wir zeigen wollen, nicht beständig konvergieren. Die Be- 
ziehung zwischen K"*', K" und K" ergibt nämlich die Gleichung 



U„^, = fK''(r„r)K\r,r,)drdr,; 



sind daher x und y beliebige reelle Grössen, die nicht beide verschwinden, so erhält 
man die Ungleichungen 



//' 



[xK-(r„ r)^yK-Cr„ r)Ydrdr,^o 

oder 

und hieraus 

ein spezieller Fall dieser Beziehung ist 

U U — 17' Xo. 

Erinnert man sich nun des Umstandes, dass die Grössen /ir"(t, /) nicht identisch ver- 
schwinden, so folgt, dass die Grössen U^^ positiv sind und man kann aus der letzten 
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Ungleichung schliessen 

U ^ U 

-11S±* \ ÎÎL. ^ o" 

die Reihe *" *"* 

i? = — ^t7,,V^-^ 

kann also nicht beständig konvergent sein, da der Quotient eines Gliedes durch das 
vorhergehende 

u 

^av 

jedenfalls bei angemessener Wahl von X grösser als Eins ist Die Reihe R ist aber als 
Teil in der für dlogDQi): dl aufgestellten entbaken, mithin kann auch diese nidbc 
beständig konvergent sein, und die ganze Funktbn D(X) muss mindestens eine Nullstelle 
besitzen, die nach § i ein Eigenwert des Kerns K(Sj t) ist 

Damit haben wir nach einer neuen Methode den fundamentakn Satz von ScHMmT *) 
erhalten, dass zu jedem symmetrischen Kern mindestens eine Bgenfunktion gehört. 
Doch sei hervorgehoben, dass der ursprünglich von Schmidt g^ebene Beweis, der 
etwas schwierigere Konvergenzbetrachtungen enthält, insofern den Vorzug verdient, als 
in ihm nichts aus der Theorie der Funktionen eines komplexen Arguments benutzt 
wird, während bei uns ein wesentliches Hülfsmittel der Satz ist, dass eine nirgends 
singulare Funktion einer komplexen Grösse in eine beständig konvergente Potenzreihe 
entwickelt werden kann. 

Die Berechnung der Eigenwerte eines qrmmetrisdben Kenift. 

Um die Eigenwerte eines symmetrischen Kerns zu berechnen, bedienen wir uns 
einer allgemeinen Methode von Darboux **)^ die unter gewissen Voraussetzungen dazu 
führt, aus den Koeffizienten einer Potenzreihe die auf ihrem Konvergenzkreis liq;ende 
singulare Stelle, wenn es eine einzige ist, zu finden. I>ie Formeln^ zu denen wir ge- 
langen, sind übrigens denen verwandt, durch die Eul£R ***) die Nullstellen der Bessbl- 
schen Funktion J^(x) bestimmt hat, deren Quadrate ja auch ab ^enwerte eines spe- 
ziellen Kerns angesehen werden können. 

Die Eigenwerte eines stetigen symmetrischen Kerns können nach einem Satze von 



*) Entwicklung willkürlicher FunkHùuen nach Systemen vorgeschriebener, [Inaugural-Dissertation, 
Göttingen 1905]. 

**) Mémoire sur l'approximation des fonctions de très-grands nombres, et sur une classe étendue de dé- 
veloppements en série [Journal de Mathématiques pures et appliquées, 3*«« série, t IV (1878), pp. 1-56, 
377-416]. 

•*•) De oscillationibus minimis funeris libere suspensi [Acta Academiae PetropoHtanae pro anno 1781, 
pp. 157177]. 
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Schmidt *) nur positiv sein; ist daher X^ der kleinste von ihnen, so ist er der einzige 
Pol der meromorphen Funktion 



dlogPÇk) 



= -%V..^% 



der auf dem Konvergenzkreise der rechts stehenden Potenzreihe liegt; das Residuum 
dieses Pols ist, da es sich um die Ic^arithmische Ableitung einer ganzen Funktion han- 
delt, die ganze Zahl i,, wenn X, eine ik,-fache Nullstelle von J5(X) ist. Der Ausdruck 

— TU V -i — 

steih also eine analytische Funktion von "k dar, die noch in einem Kreise regulär ist, 
der« wenn u. eine poshive Grösse bedeutet, durch eine Ungleichung 

detmien ist. In diesem Gebiet konvcrgien daher die Potenzreihe 

-t"-.-^- - vèï; = ï{- "". + è=)*'- 

Ätit mm demgexnìss a = a^ -(- jì^ so folgt, dass ihre einzelnen Gb'eder mit wachsenden 
Wentn > unSacraurt abnehmen^ A h. 



^(*. + rì'(-t/^.+j^) = 



Fuhrt nur. die Bocichnung t^ tur die unter dem Zeichen lim stehende Grösse ein, 

sckììss 

lim«^ = o 

ist» Ä^ cnnbt sich offenbar 
ixlcr 

I 

wv'^bci 

lim 7)^ ^ o. 

Hieraus t'olgt weiter, dass in der allgemeinen Gleichung 

der abÄ^liitc NN ert von tj bei beliebigen Werten von n unter einer vorgeschriebenen 
Graue liegt, sobald m hinreichend gross genommen wird. Man kann daher 

libane Ausdrücke von X^ ansehen. 
gyg^QfatDistertatioii, S a. 



M 
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Da sich die iterierten Kerne am leichtesten und gleichmässigsten berechnen lassen, 
wenn man den oberen Index verdoppelt , so wird man als zweckmässigsten Näher- 
ungsausdruck für Xj die Grösse 

n 

bilden, in der n eine Potenz von 2 ist. Hiermit stimmt die von Schmidt angegebene 
Grösse des kleinsten Eigenwerts überein, während sich die von ihm durch U bezeichnete 
Grösse aus unserm ersten Näherungsausdruck gleich k^ ergibt. 

Um nun auch den nächst grösseren Eigenwert \ zu finden, dessen Vielfachheit 
k^ sei, benutzen wir wiederum die Methode von Darboux und gehen davon aus, dass 
die Reihe 

nach steigenden Potenzen von X entwickelt, noch konvergiert, wenn man 
setzt, wobei (i. ein positiver Wert ist; die Glieder der Reihe 



|:(-i/v..+^+5ç^)(\+(*7 



nehmen daher bei wachsenden Werten von v unbegrenzt ab: 

k k 

Hieraus ergeben sich für X^ die angenäherten Werte 



H 

1/ 



U. — -U 




m-¥-n 



wobei zweckmässigerweise mii=:«=2* gesetzt werden kann. Vorausgesetzt wird hierbei, 
dass mindestens die Vielfachheitszahl k^ bekannt sei, was durch spezielle Untersuchung 
des betrachteten Kerns oder durch Kombination der beiden für X^ gegebenen Näher- 
ungswerte erreicht werden kann. 

Offenbar kann man, auf diese Weise fortfahrend, successive beliebig viele Eigen- 
werte berechnen; allgemein hätte man 



.,=H.fi;(..-i-...-|.)-= 




k. * 



p-1 



.Vi 

V« 
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Kombiniert man beide Ausdrücke, so erhält man ein Verfahren, auch die Viel- 
fachheitszahien k^ successive durch Grenzprozesse zu bestimmen. 

Die Entwicklungen des letzten Paragraphen gelten übrigens, wie man leicht übersieht, 
auch für den Fall eines unsymmetrischen Kerns, sobald man weiss, dass die Eigenwerte 
reell und von verschiedenem absolutem Werte sind. 

Breslau, Juni 1906. 

Adolf Kneser. 
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SUR QUELQUES APPLICATIONS DE L'ÉQUATION FONCTIONNELLE 

DE M. FREDHOLM. 

Par M. Emile Picard (Paris). 



Adunanza ddl'8 luglio 1906. 



Les belles recherches de M. Fredholm sur l'équation fonctionnelle 

(0 ?(*) + /'/(*, o?«*^^ = +(*), 

où /(x, s) et ^(x) sont des fonctions données, et où 9 (x) est la fonction inconnue, 
sont rapidement devenues classiques *), et ont déjà fait Tobjet d'un grand nombre de 
travaux, parmi lesquels il convient de citer ceux de M. Hilbert **), qui s'est particu- 
lièrement occupé de certains développements en séries associés à l'équation foncdonndle 
précédente et a fait d'importantes applications à la théorie des fonctions. Ayant traité 
cette année dans mon cours de l'équation de Fredholm, je voudrais indiquer id quelques 
remarques et certaines applications auxquelles j'ai été ainsi conduit, en donnant un résumé 
de quelques-unes de mes leçons. J'en ai déjà indiqué plusieurs points dans les Comptes 
Rendus (9 avril et 25 juin 1906). 

I. 
Rappel des résultats fimdamentattx. 

I. n est nécessaire de rappeler d'abord les résuiuts essentieb de Fredholm, en 
considérant, au lieu de l'équation (i), l'équation 

(2) ç(x) + xfjix, s)^is)ds = +(*) 

avec le paramètre X. 

Supposons d'abord que /(x, s) reste finie, quand x et j restent entre o et i. 



•) Le mémoire fondamental de M. Fredholm se trouve dans les « Acta Mathematica » [t. XXVII 
(1903)» PP- 3^5-390j- Il avait été précédé d*une Note dans les G>mptcs rendus de l'Académie de Stock- 
holm (janvier 1900). 

**) Les travaux de M. Hilbert ont paru dans les « Nachrichten » de Göttingen (1904 et 19c 

Rtmd. Ciri. Mmttm. tmUrmo, t. XXU (1906). — Sumpato il 14 agosto 1906. 
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IndroduìsoDS, avec Fredholm, la fonction 

/(*.. y,) /(*.> y,) ■ ■ /(x,, y,) 
/(*,. y.) /(*,.>.) • • •/(*.» yJ 






f(x,,y,) fix,, y,) . . ./(*., >J 
On forme la série entière en > 

puis la fonction de (Ç, yj), entüre en >, représentée par le développement 

A(5..)=/R'.)+^X/(^;:;>«.+-+i£,X'-iH';x;;::':V'--^«-+- 

Avec les deux équations précédentes, on obtient la solution de l'équation (2), pour 
X non singulier, au moyen de la formule 

<fix) = Hx)-^f'^^KOdt. 

Les valeurs singulières de > sont les racines de l'équation 

(3) D(X) = o. 

Nous avons donc le résultat très remarquable que la solution de V équation {i) en- 
visagée comme fonction de X est une fonction méromorphe dans tout le plan. 

2. Une discussion approfondie des valeurs singulières a été faite par Fredholm. A 
chaque racine \ de Téquation (3) correspond un nombre entier w(n ^ i), tel que 
l'équation sans second membre en <1> 

(3) ♦(*) + ^o j[ '/(*, s)<P(s)ds = O 

a n solutions linéairement indépendantes. [Si \ est une racine simple de D(X), on a 
n = I, et, d'une manière générale, si \ est une racine multiple d'ordre v, on a n ^ v]. 
Une autre question très intéressante a aussi été résolue par Fredholm; c'est de 
savoir à quelles conditions l'équation 

(4) ?W + 5^0 j["/(^, 090)ds = ^(x) 

a une solution. D est nécessaire et suffisant que la fonction ^(^) satisfasse aux condi- 
tions suivantes, différant un peu par la forme de celles de Fredholm. 

Appelons équation associée d'une équation fonctionnelle du type qui nous occupe 
l'équation où la fonction /(x, s) est remplacée par /(5, x). Il résulte immédiatement 
de la loi de formation de la fonction entière DÇk) et des fonctions analogues que 
une équation et son associée ont les mêmes valeurs singulières avec le même nombre corres- 
pondant n. Ceci posé, envisageons l'équadon 

(3)' Vix)-\.\£f(s,x)yvis)ds = o. 

Elle aura n solutions distinctes W^ , W^y . . . , V^ . 
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Les conditions nécessaires et suffisantes pour que Téquadon (4) ait une solution 
[(p(x) étant toujours l'inconnue] s'expriment par les n égalités 



£ 



^Xx)Kx)dx = (i= i, 2, ... , «). 



Il est clair que, si l'équation (4) a une solution, elle en aura une infinité que Ton 
obtiendra en ajoutant la solution générale de l'équation sans second membre. 

3. Il a été supposé, dans ce qui précède, que la fonction /(x, s) restait finie. L'inté- 
grale, qui figure dans l'équation fonctionnelle, aura souvent un sens, même quand/ devient 
infinie. Fredholm a aussi examiné ce cas dans son mémoire, et sa méthode revient au 
fond à substituer à l'équation proposée des équations équivalentes où il pourra arriver 
que la fonction jouant le rôle de /(x, s) ne devienne plus infinie. Reprenons l'équadon 
(i); en remplaçant sous le signe d'intégration ^(x) par 



et posant 



f.(ix,s') = £Kx,s)f(s,s')ds, 



on obtient l'équation 

(5) ?W- V f'fXx, s')fO')ds' = ^ix)--krfix, s)Hs)ds, 

t/o «/o 

que l'on démontre facilement être équivalente à (i), et qui est du type de Fredholm. 
Il pourra arriver que /, (x, 5') reste finie; nous sommes alors ramené au cas pré- 
cédent. S'il n'en est pas ainsi, on peut recommencer l'opération en partant cette fois 
de (5). On est ainsi conduit à envisager une suite de fonctions 

Kxj s), fXxy s), ...,/,(^, s\ ... 
où on a d'une manière générale 

fX^,s) = £f^Ms')f(s',s)ds'. 

Dans les applications les plus usuelles, il arrivera que, pour une certaine valeur 
de w, la fonction /^ (x, s) restera finie, et alors la réduction cherchée se trouvera ef- 
fectuée après n opérations. 

Ainsi supposons que /(x, s) devienne infinie seulement pour x = 5, et comme 

r- j5 (o < « <! 0- ^ ^^^ f^^^^ ^^ v^^^ V^^ fnO^j ^) restera finie à un certain 

moment. Si, par exemple, a est inférieur à 7 , /, (x, 5) restera finie. 

Le cas de a <; Y ^ ^^^ ^^î^^ d'une manière extrêmement élégante par M. Hilbert, 
en se plaçant à un autre point de vuç. Il montre ^ 
server la solution de Fredholm pour / finie, à oo« 
tous les déterminants les termes des diagonale«' 
infinis. 
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4. n est évident que tous les résultats précédents sont susceptibles d'extensions au 
cas de deux variables. On aura alors l'équation 

?(^> y) + ^ / //(^' y> "5 ^)?(^j v)dudv = 4/(x, y), 

Tintégrale double étant étendue à une certaine aire du plan (u, v), et la fonction in- 
connue étant ç(x, y). Cette équation a une solution et une seule, sauf pour certaines 
valeurs singulières de X. 

Le cas où la fonction /(x, y; Uy v) devient infinie est très important pour les 
applications, et a été approfondi par M. Plemelj dans deux excellents mémoires *). 
Supposons, par exemple, que /(x, y ; w, v) devienne infinie seulement pour x = u 
et y = Vj-et comme 

On pourra tirer parti de la formation de fonctions f^jf^j • • • 5 /, analogues à 
celles qui ont été envisagées plus haut. Le cas de a = i est particulièrement intéres- 
sant pour les problèmes de potentiels. Dans ce cas la fonction 

devient infinie comme 

iog[(x-«y + o-vy] 

et la fonction /, (x, y; Uj v) reste finie. 

5. Je terminerai ces généralités, en faisant une remarque sur le cas où la fonction 
/(x, s) (pour nous borner à une variable) est symärique en x et s, M. Hilbert a dé- 
montré que, dans ce cas, les valeurs singuHires de X sont nécessairement réelles. U dé- 
duit ce résultat de la méthode même de Fredholm, où l'équation fonctionnelle inté- 
grale est considérée comme la limite d'une équation fonctionnelle finie. On peut aussi 
le démontrer directement, comme il suit. Supposons que l'équation 

? W + ^o / /(^J y)?(y)^y = O r/(*, y) symétrique] 

ait une solution différente de zéro pour >.^ = X^ -|- i\ Çk^ 7*^ o); on aura 

?W = ?, +*?,• 
En substituant, on a de suite 

?. W + ^1/ /(^' y)9.(j)ày - \J){x, y)<fXy)ày = o, 

?aW + ^^//(^' y)9^(y)dy + \/ f(^y y)9.(y)dy = o. 

En multipliant la première équation par 9,(^)^^" ^^ 1^ seconde par <p,(^)^^5 
puis ajoutant et intégrant, on aura 

(«) /"[tIW + f:(^)]àx + \ f /"/(x, )-)[?. (x)9.(v) 4- ^(^hMidxdy = o. 

t/o t/o «/o 

*) J. Plemelj, Monatshefte fur Mathematik und Physik, XV. Jahrgang (1904). 
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Multipliant ensuite les équations respectivement par 9j(x)rfx et <f^(x)^^y P^^^ 
retranchant et intégrant, nous avons 

t/o •^ o 

L'équation (oc) montre que le multiplicateur de X^ dans ({i) n'est pas nul. Nous 
aurions donc X^ = o contre l'hypothèse faite ; la remarque est établie. 

II. 
Sur les potentiels de simple couche et de double couche. 

6. Les potentiels de simple couche et de double couche conduisent aux applica- 
tions les plus intéressantes, où se retrouve l'équation fonctionnelle de Fredholm. 

Considérons d'abord une double couche, relative à une surface fermée S que, pour 
simplifier, nous supposons partout régulière; nous récrirons sous la forme 



«'=//.^... 



d G étant l'élément de surface et p la densité. L'angle (p est Tangle que fait la direction 
allant de l'élément rfd au point A (pour lequel on prend le potentiel) avec la nor- 
male intérieure à la surface; quant à r il représente la distance de da au point A. 

On sait que fF est discontinu pour le passage par la surface; en désignant par 
fV^ le potentiel en un point de la surface, et par fV. et fV^ les limites des potentiels 
intérieur et extérieur, il est bien connu que 



On dit aussi souvent que la dérivée normale d'un potentiel de double couche est 
continue pour le passage par la surface. Cet énoncé en lui-même est mauvais, car la 
dérivée normale en un point de la surface pourrait ne pas exister. Ce qui est exaa 
sans restriction, c'est que si l'on prend sur une normale en un point A^ de la surface, 
la dérivée suivant cette droite du potentiel ff^ en deux points situés de part et d'autre 
de A^ à la même distance e, la différence des dérivées tend vers zéro avec e *). 

7. Le problème de Dirichlet relatif aux fonctions harmoniques à l'intérieur d'une 
surface a été ramené par Fredholm à l'intégration d'une équation fonctionnelle. Ce 
problème se résout en effet par un potentiel de double couche, l'inconnue étant la den- 
sité p qui est donnée par la première des équations (6), où fV. est la fonction connue 
sur la surface. On peut écrire cette équation fonctionnelle sous la forme 

(7) p -j II?' — â d<J =. F (F = fonction donnée sur la surface). 

*) Dans le memoire dté plus haut, M. Ftv 
rème important. 
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On démontre aisément que l'on ne se trouve pas dans un cas singulier en s'ap- 
puyant sur le théorème rappelé plus haut sur la dérivée normale. 

Il importe de bien rappeler les notations. Nous appelerons dorénavant m le point 
variable de la surface pour lequel on prend le potentiel, l'angle 9 est l'angle que fait 
avec la droite joignant da à m la normale intérieure à la surface en da, 

8. Si nous introduisons le paramétre \ nous considérons au lieu de l'équation (7) 
l'équation 

(S) , + x//,^., = f. 

L'équation associée à l'équation (8) est également très intéressante et va se pré* 
senter dans une autre question. Pour l'obtenir, il faut faire une permutation de m et 
de da; on obtiendra donc l'équation 

où i|/ (qu'il ne faut pas confondre avec 9) représente l'angle que fait la droite joignant 
m i da avec la normale intérieure à la surface en m. 

D'après ce que nous avons dit plus haut, les deux équations associées (8) et (8)' 
ont les mêmes valeurs singulières. Nous avons dit que X = i n'était pas une valeur 
singulière; il est immédiat au contraire, sur l'équation (8), que X = — i est une valeur 
singulière, puisque l'équation 



I r r cosç , 



est vérifiée pour p = constante. 

M. Plemelj a établi (loc. cit.) que les pôles de la solution p de l'équation (8)' 
(envisagée comme ^fonction de X) étaient tous simples, réels et au moins égaux à un en 
valeur absolue. 

Il ne faudrait pas conclure du fait que les pôles \ sont simples, que l'équation 
sans second membre 



^+^.// 



cos? j 



2TCr 

n'a qu'une seule solution, c'est-à-dire que le nombre « du n° 2 est nécessairement 
égal à un. Il y a là une erreur que l'on serait tenté de commettre, mais il suffit de 
supposer que S se réduit à une sphère pour voir que les choses peuvent se passer 
tout autrement. 

Supposons donc que la surface S soit une sphère de rayon un (dans ce cas ? = ^). 
On montre aisément que les valeurs singulières sont 

n étant un entier positif ou nul. De plus, pour la valeur singulière — (2n -f- i) l'é- 
quation sans second membre 



p-(2n-f-i)yyp^rf<r = 
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a, comme solurions distinctes en p, les 2n -f- i fonctions Y^ de Laplace correspon- 
dant à l'entier «. ' 

D'une manière générale, on peut seulement affirmer que, pour la valeur singu- 
lière > = — I, il y a une seule solution de l'équation sans second membre, 



I Ç r cos(p . 



solution qui se réduit à une constante. 

9. Considérons maintenant des potentiels de simple couche, que nous écrirons 



-//f 



da. 



On sait que ce potentiel est continu dans tout l'espace. Les dérivées dans le sens 
de la normale jouissent de propriétés intéressantes. Reprenons le point m de la Surface 
S et menons la normale en ce point. En désignant par « la direction de la normale 
intérieure, on peut considérer les valeurs limites, que nous désignerons par 



dV dV 

et 



dn "^ dn ' 

des dérivées de V prises suivant la direction n en un point intérieur et en un point. 
extérieur de la surface infiniment voisins de m sur la normale. 

On établit les deux formules *), dont la première est classique: 



(9) 



1 [dV dV~[ 



i VdV . dV-\ r r cosif . 

On voit que l'intégrale où figure l'angle ^ se présente dans les questions où fi- 
gure un potentiel de simple couche, tandis que nous avions l'intégrale avec l'angle ç 
dans le cas de la double couche. Les deux genres de potentiel sont ainsi associés l'un 
à l'autre, en entendant ce mot comme plus haut. 

m. 

Quelques applications des potentiels de simple couche. 

IO, On se rappelle que M. Poincaré dans son célèbre mémoire des Acta Mathe- 
matica (tome XX) sur la méthode de- Neumann posa le problème, résolu depuis par 
plusieurs géomètres, de trouver sur une surface fermée un potentiel de simple couche, 



•) M. Plemelj (loc. cit.) établit ces formules par un calcul assez long. Je les établis beaucoup plus 

rapidement en nie servant avec un peu plus de précision d*un raisonnement analogue à celui qu'emploie 

Robin pour obtenir son équation fonctionnelle relative au pf~ ^^- TèlfiCtikité 

{voir le tome I de mon Traiti d* Analyse, 2^ édition^ pagç 

, , .. dV ^,. . dV 

equations (9) en faisant -5 — = et éliminant -j— . 
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pour lequel on ait (avec oos noudons précédentes): 

dr . dF 

p. étant une constante convenablement choisie. En recourant aux relations (9), on voit 
que l'on a, pour la densité p, Téquation de Fredholm 



I ï + P- r r cos i^ , 



les valeurs de [a sont donc liées simplement aux valeurs singulières de \ considérées 
plus haut. 

II. Le problème de l'aimantation par influence revient à la question précédente. 
Considérons un corps parfaitement doux limité par une surface S. Ce problème revient, 
d'après la théorie de Poisson, à trouver une fonction r(x, y^ i) de la nature d'un 
potentiel à l'infini, continue dans tout l'espace, harmonique à l'intérieur et à l'extérieur 
de 5, et telle que, pour tout point m de 5, on ait 

^ ' ^ "^ an an 

égale à une fonction connue du point m. Le nombre k représente le coefficient d'aiman- 
tation, positif si le corps doux est paramagnétique, et négatif pour un corps diama- 
gnétique. 

Or, nous pourrons représenter V par un potentiel de simple couche étendue sur 
S. En nous servant des équations (9), nous avons de suite pour la densité p de cette 
couche l'équation fonctionnelle 

P i 7 II? ^ d <y =: fonction donnée sur S. 

Pour k positif, l'équation a certainement une solution et une seule, car nous avons vu 
que les valeurs singulières X de l'équation (8)' (n° 8) étaient au moins égales à un 
en valeur absolue. Il peut en être autrement si k est négatif. Par exemple, si 5 est une 
surface sphérique de rayon un, on aura, d'après ce qui a été dit au n° 8, les valeurs 
singulières de k correspondant à 



'^''=-{' + i^)' 



où H est un entier positif. La théorie classique de l'aimantation n'est sans doute pas 
applicable à de tels corps diamagnétiques, s'il en existe. 

12. Donnons maintenant un exemple qui conduise, pour un cas singulier, à une 
équation avec second membre. U suffira de prendre le problème qui a pour objet de 

trouver une fonction harmonique V continue dans le volume limité par une surface S, 

dV 
avec des valeurs données F pour -,— à la surface (en nous servant de la notation de 

plus haut). 
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an 



En se servant toujours des formules (9), l'équation 

devient 
c'est-à-dire 






C'est donc une équation de la forme (8)', pour \ ^ — i, qui est une valeur singu- 
lière. Le problème n'est donc pas possible en général, et nous trouverons la condition 
en appliquant la règle du n° 2. U faut prende l'équation associée 



''-//*e^'=°- 



qui, comme nous l'avons dit, a la seule solution W = const. On trouve donc la con- 
dition 

(«) JjFdr; = o, 

comme il devait être. 

Ces considérations trouvent leur application dans le problème de la distribution de 
l'électricité sur un conducteur, en présence de masses électriques fixes qui l'influencent. 
Soit U le potentiel dû aux masses électriques fixes, et soit V le potentiel dû à la cou- 
che électrique cherchée de densité p sur S; on aura ici 

et la condition (a) est bien remplie. La solution dépendra d'une constante arbitraire, 
puisque l'on peut ajouter une solution de l'équation sans second membre 



p-//p^'^' = °' 



qui est d'ailleurs l'équation fonctionnelle de Robin. Cette constante arbitraire correspond 
manifestement à la charge électrique donnée du conducteur. 

13. La théorie analytique de la chaleur va nous fournir un exemple d'une nature 
différente. Considérons ww corps en équilibre de température avec rayonnement. En dé- 
signant par V la température, cette fonction V est harmonique à l'intérieur du corps, 
et l'on a en chaque point m de sa surface S 

k étant une fonction positive du point m de la surface, et V^ une fonction, donnée 
sur la surface, représentant en chaque point de celle<i la température extérieure. Nous 
avons donc à trouver une fonction ïa^ ^ 



soit égale à une fonction donnf 

Rmd. Cire. M^itm. PmUrmo, t. ZXD ti 
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Nous cherchons encore à exprimer F par un potentiel de simple couche de den- 
sité p, et nous trouvons de suite pour p l'équation fonctionndk 

p -|- / / p j ^ I d ex =1 fonction donnée sur S. 

C'est une équation du type de Téquation de Fredholm. On voit de suite que, k fonc- 
tion k étant positive, nous ne sommes pas dans un cas singulier. En effet, dans ce cas 
l'équation sans second membre aurait une solution où p ne serait pas identiquement 
nul. Mais cela est impossible, car on ne peut avoir de fonction harmonique F pour 
laquelle 

•T iF = o sur S 

an 

sans que V ne soit identiquement nulle. On a en effet 

///[(l77+(l77+(l-0>-'^— /A^'-=-//'-" 

d'où se déduit que F est identiquement nulle, k étant positif. 

14. On peut encore faire servir l'analyse précédente à la résolution du problème 
suivant: Trouver une fonction harmonique F telle que Von ait sur S: 

dF 
aF 4- b-r- = fonction donnée sur S = F, 
' an 

où a et & sont des fonctions du point de la surface. 
On est ainsi conduit à l'équation fonctionnelle 

Il n'y a aucune difficulté si b ne s'annule pas sur la surface, car on est ramené 
à l'équation 

p — / / p r h - — \ \da =1 fonction donnée, 

J J \J 27cr ' 27çrJ 

qui est une équation de Fredholm. Il est clair que l'on pourra se trouver dans un 
cas singulier, si le signe de a est quelconque. 

Je n'examine pas ici le cas où b pourrait s'annuler sur la surface, qui' est plus 
compliqué. 

IV. 

Sur le problème généralisé de Dirichlet pour une équation linéaire 

du type elliptique. 

i5. Occupons-nous maintenant d'une question un peu différente, en envisageant 
le problème generalise de Dirichlet pour les équations linéaires du type elliptique 

dx' ' dy ' dx ' dy ' •'' 
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OÙ fl, b^ c, / sont des fonctions de x et y. Je me suis autrefois beaucoup occupé de 
cette question *). Récemment, M. Hilbert et ses élèves ont rattaché ce problème à 
l'équation fonctionnelle de Fredholm. Us partent à cet effet d'une certaine solution 
de Tcquation différentielle devenant infinie en un point. Je voudrais montrer que la 
question peut être traitée très simplement sans introduire d'autre fonction que la fonction 
classique de Green pour un contour donné. 

Il suffira de rappeler le résultat classique relatif à l'équation 

L'intégrale de cette équation s'annulant sur un contour C est donnée par la formule 

en désignant par G (S, n; x, y) la fonction de Green relative au contour C, c'est-à- 
dire la fonction harmonique en ($, n), s'annulant sur le bord et devenant infinie au 

point (x, y) comme log — [r étant la distance des deux points (Ç, yì) et (jc, y)]. Il 

est important de rappeler que, pour établir ce résultat, il n'est pas suflisant de supposer 
que la fonction /(x, y) est continue. U faut faire quelque autre hypodièse, dont la plus 

pratique est l'existence des dérivées -^ et ^ à l'intérieur du contour. 

16. Ceci posé, posons-nous la question de trouver l'intégrale de l'équation (lo), 
continue ainsi que ses dérivées partielles des deux premiers ordres dans un contour C 
et s'annulant sur C; c'est à ce problème que l'on se trouvera toujours ramené. Pour 
éviter quelques difficultés accessoires, je suppose que C est régulièrement anal3mque. 
Quant aux coefficients de l'équation, ils sont continus ainsi que leurs dérivées partielles 
qu'il peut être utile d'introduire dans les raisonnements. 

En supposant l'existence de la solution, on déduit de (lo) 

(«) «(X, ^)-^y"y[a($, T,)|| + i($, >l)|^ + K$, *>)«]Ga, r>;x,y)dUrt 

= Hx, y), 

en posant 

L'équation (a) n'est pas une équation de Fredholm, mais on peut facilement, au 
moyen d'intégrations par parties, passer de l'équation (a) à Téquation: 

C^) «(X, y) + h^IJ^rlP + ^^ - ^ ^]"^^' ^^'^'^ = ^^"' ^^' 

*\ On trouvera une bibliographie de la question dans le dernier travail que j'ai publié sur ce sujet : 
« Imiaires aux dérivées partitiUs et la généralisaiion du problème de Dirichlet [Acta Ma- 
t2i-i37J. 
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où rintégrale double a un sens, et qui rentre dans le type de l'cquation de Fredholm. 
On remarquera que le multiplicateur de u sous le signe d'intégration devient infini 

comme 

I 

et, à ce point de vue, Téquation est de môme nature que les équations rencontrées 
dans la théorie du potentiel. 

En général, c'est-à-dire si on ne se trouve pas dans un cas singulier, l'équation ((a) 
aura une solution et une seule, mais il faut démontrer que la sol tion de ({i) satisfait 
à l'équation (lo), c'est-à-dire que l'on peut de l'équation (p) remonter à l'équation 
(a), et de celle-ci à l'équation différentielle (lo). 

17. On voit immédiatement que la chose sera possible, si la fonction uÇxj y) tirée 
de ((i) a des dérivées partielles du premier ordre restant finies dans C et sur C, et si 
elle a à l'intérieur de C des dérivées partielles du second ordre; c'est ce qui résulte 
du résultat rappelé plus haut sur l'équation 

D faut donc montrer, que la fonction u(x, y^ tirée de l'équation fonctionnelle (ß) 
possède les dérivées indiquées. D'après ce que nous avons dit précédenmient (par. 4), 
on peut substituer à l'équation (p) une autre équation fonctionnelle obtenue au moyen 
d'une certaine itération. Posons 

Notre fonction m(x, y) satisfera à l'équation 
(ï) <x,y)-JJfXx,y;s, «r)a(5, <y')dsd<j = ^(x, y) — JJf(x,y; s, <7)'^{s,<j)dsdc. 
On aura montré que m(x, y) a des dérivées premières, si on établit que 



et ensuite 



// 



fÇxy y; 5, <t)^(5, G)dsdG 

a des dérivées premières, aucune difficulté ne se présentant pour les autres termes. Mais 
ceci revient à voir que l'intégrale 

a des dérivées premières, ce qui est évident en lui donnant la forme 

intégrale qui a des dérivées restant finies môme sur le bord. 
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Il résulte des considérations que nous venons d'indiquer sommairement que u, dé- 
terminée par l'équation (ji), a des dérivées partielles ^ et ^ déterminées dans C et 

sur C; par suite de l'équation (fi) on peut remonter à l'équation (a). 

18. Pour achever, il faut montrer que «(x, y) a des dérivées secondes à l'intérieur 
de C, ce qui permettra de passer de l'équation fonctionnelle (a) à l'équation différen- 
tielle (10). Nous considérons toujours l'équation (y) équivalente à (ß). Comme m (5, c) 
a des dérivées premières, on voit facilement que 



// 



/,(^j >; ^j 0«*(^» ts)dsdts, 



assimilable, au point de vue qui nous occupe, à un potentiel logarithmique, a des dé- 
rivées secondes à l'intérieur de C. Dans le second membre de (y), nous avons d'abord 
^ (^j y) qui a des dérivées secondes (si le coeflBcient / a des dérivées premières, commç 
nous le supposons). Enfin l'intégrale 



// 



Kx, y; 5, <T)tK5, <j)dsd<i 



a aussi des dérivées secondes. En effet, elle est formée de termes comparables, au point 
de vue qui nous occupe, à 

OU encore à 



•// 



Gp^dsdtj; 
ds 



34/ 
et comme 3-^ a des dérivées premières (i|/ ayant des dérivées secondes), cette dernière 

intégrale a des dérivées secondes à l'intérieur de l'aire. L'existence des dérivées, néces- 
saires pour la rigueur des raisonnements, est donc établie. 

ig. En résumé, nous avons établi par l'analyse précédente que, en généralj il existe 
pour l'équation 

(un contour C étant donné) une intégrale, et une seule^ continue ainsi que ses dérivées 
partielles des deux premiers ordres à l'intérieur de C et s'annulant sur le contour. 

Le mot en général sera complètement précisé si, au lieu de l'équation (10), on 
envisage l'équation où figure un paramètre arbitraire k 

,. d^u . d'u . ,/ du . ,du \ 

De ce qui précède, il résulte que, pour cette dernière équation, il peut y avoir 
des valeurs singulières de ky pour lesquelles le théorème précédent n'est pas exact. Ces 
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valeurs sont les racines de la fonction entière en k associée à ViquaHon fonctionnelle 

qui est notre équation (fi), où on a introduit le paramètre k. 

Le cas singulier relatif à l'équation (lo) est manifestement le cas où it = i serait 
une des valeurs singulières de l'équation (ii). 

Remarquons enfin que les valeurs singulières de l'équation (ii) sont les valeurs 
de k pour lesquelles l'équation sans second membre 

d'à I à'u , ,/ du du \ 

a une solution s'annulant sur C qui ne soit pas identiquement nulle. 

V. 
Sur réquation de la vibration des membranes. 

ao. Parmi les équations de la forme (ii) arrêtons-nous, en terminant, sur le cas 
de l'équation 

02) ^ + -^ + *.«=/, 

en supposant que c(x, y) soit toujours positif à l'intérieur de C. 

On sait que M. Poincaré a démontré dans ce journal même [Sur les équations de 
la Physique mathématique, t. VIII (1894)] que l'intégrale de l'équation (12) prenant des 
valeurs données sur un contour C, en\nsagée comme fonction de ky était une fonction 
méromorphe de k ayant des pôles simples en nombre infini (d'ailleurs correspondant à 
des valeurs positives de k). L'existence de la première valeur singulière avait été établie au- 
paravant par M. Schwarz (^Œuvres, tome I, page 241) par une analyse extrêmement 
profonde, et j'avais montré qu'elle correspondait à un pôle, établissant en outre l'exi- 
stence de la seconde valeur singulière (Comptes Rendus, 1893). Je dois aussi rappeler 
à ce sujet l'ancien mémoire de M. H. Weber (Math. Annalen, tome I). 

21. En rattachant l'équation (12) à l'équation fonctionnelle de Fredholm, la théo- 
rie devient extrêmement simple. Tout d'abord, le beau résultat de M. Poincaré, relatif 
à la nature de u considérée comme fonction de i, est intuitif. En prenant le pro- 
blème de la section précédente, nous avons à envisager l'équation fonctionnelle 

(13) 'K^î y) — ^J j ^(^' '^)"(^' ^)G($, n; X, y)didn = ^(x, y) 

et il est clair que u(x, y) est une fonction méromorphe de Â?. Il est facUe de voir que 
les pôles sont sitttples. Supposons en effet que k =z k^ soit un pôle d'ordre mÇm'^ i) 
de la solution de l'équation (13); soit donc 
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En substituant, et prenant les termes en 

I ^ I 

et 



nous avons 

De (a) et ((i), il résulte que <p et p. s'annuUent sur le contour C. Il résulte aussi 
de ces relations que 

En multipliant ces dernières équations respectivement par p. et (p et intégrant après 
multiplication par dxdy^ il vient, en se servant de la formule de Green: 



// 



^(x, y)f(x, y)dxdy = o. 



Donc (p devrait être identiquement nulle, ce qui est absurde. (D est clair que le 
calcul précédent ne s'applique pas à m = i). 

22. Les pôles, s'ils existent, sont nécessairement positifs; c'est un point trop 
facile à établir pour que nous nous y arrêtions. Le point intéressant est de montrer 
qu'ils sont en nombre infini. Du moment que Ton sait, comme il nous arrive ici, que 
les seules singularités possibles sont des pôles simples, il n'y a aucune diflBculté a éta- 
blir ce résultat, en se servant des constantes introduites par M. Schwarz pour obtenir 
la première valeur singulière *). 

Bornons-nous, avec M. Schwarz, à l'intégrale de Inéquation 

prenant la valeur un sur le contour C. Elle est développable, pour k assez petit, en 
série 

(y) ^ = "o + ^.*H f-^«*"H 

et on a 

A a^ =: O (Uq=: i identiquement) 

Aa + cu^ = O 



*) J'avais déjà suivi la marche qui va être i» 
125) pour le cas d'une équation de même type < 



a;^ tH:ii picaeol 

tou 'ja -M [i^ kj <'2=nL^=: scr C M. Schtau oxtsîdâe h ^ -r^wj^i ypp positive 

ç-'oc •.x;r. fij-jrixr:: ^.p^Kiire ii t — « sciicneat. a il étabis que ks consumes ÌV 
sadsroc: i^ ir^-gürcs 

^ jr. ;r. 

Le c-.rc::: ^^. ? . jrr.ssL=: ive;: -:, j j^:^ .:r:hc oc augoxme tndéfinìmcnt. Ce 
e. ciT li serie 

ne cor.vcreerai: cue pour i = o. ce ce: entraràenit que h série (7) ne convcm 
cue pour i == o. ce qui n'a pas lieu. On a coac 

. «'_ _ 

c irtar.: une cu^nntt îmK et non nulîe. M. Schwau icmoatre ensuite, qu*on wui 
iro-vcr -r* norr.bre îîxc A' :el que 

:'o- vt :-j:_:: eue le rayon iu cercle de cocvercence ic la série (y) est -i-. i 

2.Î. No., -a. or.-, j ;rKr; eue le poin: c = -i- es un pó> scr.ple de b tone- ! 



;t .' 



•« :■•..-:•; ;ir .•: ^t-. c<p:cr t-r.: î-;; c: cene :or.ct:on a ce scu. poie sur le cercle 
.•..tr;".-r.:<:. T-,^: les raisonnerr.er.a son: alors bien sin:piii:és. Si socs posons 



u(x. y) sera ia lin.ite ic 

M, t; pour (« = x), 
et la série 

aura un rayi)n ce conver^'ence supérieure â i. , cene convergence allan: 'usqu^au second 
pôle k\ (s'il existe). Or c*es: précisément l'existence c'une valeur îîme ce i , que 
nous devons établir. Mais auparavant remarquons que n'(a, \) s'annule sur le bord C 
et satisfait â l'équation 

A a' -j- ij c u = o, 

concilie on le voit en substituant (14) dans l'é-quadon donnée; d'aifleurs il es 

u' nV-st pas identiquement nulle. 
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La substitution indiquée nous donne maintenant les équations 



v^ prend la valeur un sur C, tous les autres v sont nulles sur C. 

La fonction v^ , ainsi que les autres t;, peuvent avoir un signe quelconque dans C, 
tandis que les u. tout à l'heure étaient positifs. Cependant, on peut former les mêmes 
constantes positives avec les v qu'avec les u ; ce seront 

^:^„ = ff<^^ y)^n.'^Jxdy. 
On a encore les inégalités 

tv[ ^ ^ tv: 



' <C • • • <^ rfT» "^ • • • 



jf: ^ • • ^ jT 



H— I 



et on en conclut que " a une limite c' nécessairement finie, sans quoi la série 

H— I 

ne convergerait que pour it = o, ce qui n'a pas liBu puisqu'elle converge au delà 
de k^ . On peut aussi établir que 

l'^-C^j }')! < ^'^^^ (^ étant un nombre fixe) 

et enfin que les deux séries 

ont nicme cercle de convergence. On arrive ainsi au second pôle k^ = — rC^a ^ ^i)j 

ç 

et ainsi de suite aux pôles en nombre infini ife , . . . , it^ , . . . 

On remarquera que la grande facilité des raisonnements qui viennent d'être esquis- 
ses tient essentiellement à ce que nous savons à l'avance que la fonction u n'a que 
des pôles simples. 

24. A chacune des valeurs singulières de l'équation 

(15) ^u-\- kcu =^ o 

correspond au moins une intégrale u de cette équation s'annulant sur le bord et non 
identiquement nulle. Nous ne considérons pas évidemment comme distinctes deux in- 
tégrales qui sont dans un rapport constant. 

Quoique tous les pôles soient simples, il peut arriver qu'à un pôle correspondent 
plusieurs intégrales '" Wd, J'ai eu autrefois l'occasion de 

remarquer que c * tremier pôle, que nous 

avons appdé ifc. 






13 
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n'admet pas d'autre intégrale s^ annulant sur le bord C que 

r. u' (T = coostaiite> 

Rappelons d'abord qu'il résulte des travaux de M. Schwarz qu'A n'existe pas d'in- 
tégrale continue de l'équation (i), pour jfe > Ä, , toujours positive et non nulle dans 
C et sur C; quant à u' il est nul sur le bord, et positif à l'intérieur. 

Ceci posé, indiquons la démonstration du résultat énoncé ci-dessus, en commençant 
par la remarque suivante. Relativement à l'équation 

Au -}" ^^^ = ö> 
soit i=ik, la première valeur singulière pour un contour C, et soit pareillement k=k[ 
la première valeur singulière pour un second contour C, intérieur au premier (pou- 
vant avoir avec lui un arc commun). Je dis que l'on a 

En effet, considérons la valeur de la fonction de Green G{x^ y; a, F) relative à 
C pour un point (a, h) intérieur à C et par suite à C, et celle de la fonction de 
Green G'(x, y; a^ h) relative à C pour le même point (a, b). D est immédiat que 
pour tout point (x, y) à l'intérieur de C, on a 

G'<G, 

car G' — G est régulier dans C et est négatif sur C. 

Si maintenant on revient aux constantes fV^ et fV'^ pour C et C relatives à notre 
équation diflférendelle, on aura 

qui est une conséquence de l'inégalité précédente. 
Or 

lim.de }W^=^, 
lim.de i/^.=-i-, 

«-oc " k^ 

et par suite k\ > k^ , comme nous voulions le montrer. 

a5. Ce lemme établi, supposons qu'il y ait pour l'équation 

(i6) lu -{- k^cu = o 

deux intégrales s'annulant sur le bord C, et qui ne soient pas dans un rapport con- 
stant. On pourra former, en choisissant convenablement la constante X, une intégrale 

U= m' — 'ku" 
s'annulant sur le bord, et en un point de l'intérieur. 

Je dis d'abord que ce point ne pourra pas ctre un zéro isolé de U. En effet, 
dans le cas contraire, U serait positif (par exemple) et différent de zéro, tout autour 
de (à l'exception de 0). Donc sur une courbe C entourant 0, U serait positif et 
non nul; comme i, est inférieur à la valeur k[, première valeur singulière relative ì 
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C, Tintégrale (/, positive sur C, est certainement positive et non nulle à l'intérieur, 
ce qui n'a pas lieu puisqu'elle est nulle en 0. 

L'intégrale U de (i6) aura donc une courbe sur laquelle elle s'annulera, soit une 
courbe C, qui pourra d'ailleurs avoir des parties communes avec le bord et à laquelle 
correspondra une première valeur singulière k[ > Jt^ . Alors, nous aurons une intégrale 
U de (i6) s'annulant sur C et non identiquement nulle, ce qui est impossible, car i^ 
étant plus petit que k[ correspondant à C, la chose ne peut exister. 

Il est donc bien établi que, à la premure valeur singulière k^ , correspond une seule 
solution s'annulant sur le bord (à un facteur près). 

26. Il est facile de voir sur des exemples que, à une autre valeur singulière que 
la première, peuvent correspondre plusieurs intégrales distinctes s'annulant sur le bord. 

U suffit de considérer le cas d'une circonférence C de rayon R ayant l'origine 
pour centre, et de prendre l'équation: 

(17) Att -j- k^u = o. 

En désignant par /^ (x) la fonction de Bessel correspondant à l'entier n, et pre- 
nant pour k une racine de l'équation 

on aura les deux solutions 

J^(kr)œsn^ et J^{kr). sin n^ 

en se servant des coordonnées polaires r et 6. Ces deux solutions s'annulent sur la cir- 
conférence C, et elles ne sont pas dans un rapport constant. 

27. D'une manière générale les solutions correspondant à une valeur singulière 
k.(i^ i), s'annulant sur le bord, ne restent pas de même signe à l'intérieur de C. 
En effet, dans le cas contraire, en prenant une courbe C très voisine de C, on aurait 
une solution de 

âkU -f- k^CU =: O 

qui resterait toujours positive, et non nulle, sur C. Donc k^ serait moindre que la 
première valeur singulière correspondant à C (qui est très voisine de la première va- 
leur singulière k^ correspondant à C); on aurait donc 

ce qui n'a pas lieu. 
Paris, juin 1906. 

Emile Picard. 
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FOLGERUNGEN AUS EINEM SATZ VON BOBILLIER 

ÜBER 

CONFOCALE FLÄCHEN ZWEITEN GRADES. 
Von Th. Re y e (Strassburg i. E.). 



Adoiunxa del la «gotto 1906. 



BoBiLLiER beweist analytisch folgenden Satz *): 

« Wenn ein orthogonales Trieder (Jriidre trirutangle) sich so bewegt, dass seine 
« drei Ebenen a, ß, y drei confocale Flächen a*, ß*, y' zweiten Grades umhüllen, so 
« beschreibt sein Scheitelpunkt S eine mit den Flächen concentrische Kugel i*, im Fall 
a confocaler Paraboloide aber eine zu deren Hauptaxe normale Ebene ». 

Dieser Satz scheint bisher wenig Beachtung gefunden zu haben, obwohl er, wie 
wir sehen werden, zahlreiche Folgerungen zulässt. Für den Fall, dass die Flächen 
einen Mittelpunkt C haben, beweisen wir ihn synthetisch wie folgt. 

I. Die zu einander normalen Ebenen a, (i des Trieders umhüllen, wenn die dritte 
Ebene y ihre Lage zunächst nicht ändert, zwei confocale, zu y normale Tangentency- 
linder der Flächen a\ ß^. Ihre zu einander normalen Schnittgeraden mit y umhüllen 
folglich in y zwei confocale Kegelschnitte; der Schnittpunkt dieser Geraden, d. h. der 
Scheitelpunkt S des Trieders, aber beschreibt nach einem bekannten Satz, der gleichfalls 
von BoBiLLiER herrührt, in y einen Kreis, dessen Punkte von der Axe der confocalen 
Cylinder und folglich auch vom Mittelpunkt C der confocalen Flächen a*, ß* gleichen 
Abstand haben. Wird nunmehr die Ebene ß in einer ihren oo' Lagen festgehalten, 
während a und y sich bezw. an a* und y* fortbewegen, so beschreibt der Trieder- 
scheitel S einen Kreis in ß, dessen Punkte ebenfalls von C gleichen Abstand haben. 
Die beiden Kreise in y und ß aber schneiden sich, liegen also auf einer um den Mit- 
telpunkt C beschriebenen Kugel k\ und diese Kugel ist der Ort aller analog bestimmten 
Kreise. Sie enthält den Mittelpunkt jedes orthogonalen Trieders, dessen Ebenen je eine 
der confocalen Flächen a\ ß\ y^ berühren, und insbesondere, wenn die drei Flächen 
sich schneiden, deren acht Schnittpunkte. — Für den Fall confocaler Paraboloide lässt 
sich der Satz analog beweisen. 



*) BoBiLLiER, Démonstration de deux théorèmes sur Us lignes et surfaces du second ordre [Annales 
de Mathématiques pures et appliquées (de Gergonne), t. XIX (1828 et 1829), pp. 317-333], p. 329. 
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2. « Die Kugel k^ ist auch der Ort der Punkte, in denen je eine gemeinschaftliche 
v< Tangente t von zwei der confocalen Flächen a\ {i*, y* zu einer Berührungsebene der 
« dritten normal ist ». 

Denn die durch t gehenden zwei Berührungsebenen der beiden Flächen schneiden 
sich bekanntlich rechtwinklig. Uebrigens haben zwei centrische confocale Flächen zweiten 
Grades nur dann reelle Tangenten mit einander gemein, wenn sie ungleichartig sind, 
darunter die oo* Tangenten der Krümmungscurve, in der sie sich schneiden. Für diese 
gilt der Satz : 

« Die Punkte, in denen die Tangenten einer Krümmungscurve der Fläche a' zu 
« je einer Berührungsebene der mit a* confocalen Fläche y* normal sind, liegen auf 
« einer piit a* und y* concentrischen Kugel ». 

Wenn a* ein Paraboloid ist, so tritt an die Stelle der Kugel eine zur Hauptaxe 
normale Ebene. 

3. Nicht nur bestimmen die drei confocalen Flächen a', ß', y* zweiten Grades 
die mit ihnen concentrische Kugel i', sondern es bestimmen auch je zwei von ihnen 
mit k' zusammen die dritte Fläche. Wenn nämlich der Scheitelpunkt S eines orthogo- 
nalen Trieders die Kugel k^ beschreibt, und zwei seiner Ebenen die Flächen a*, ß^ 
umhüllen, so umhüllt die dritte Ebene die Fläche y^. 

Daraus ergibt sich, wenn fi' mit a* zusammenfällt, folgende Construcrion einer 
mit a^ confocalen Fläche. 

« Mit der Fläche a* zweiten Grades sei die Kugel k* concentrisch. Errichtet man 
« dann auf jedem der oo' Strahlen, in denen sich je zwei Berührungsebenen von a* 
« rechtwinklig schneiden, Normalebenen in seinen Schnittpunkten mit Ä*, so umhüllen 
(c diese Ebenen eine mit a' confocale Fläche y* zweiten Grades ». 

Ist a' ein einschaliges Hyperboloid, so berührt die Fläche y' auch die oo' Ebenen, 
die zu je einer Geraden des Hyperboloids in ihren Schnittpunkten mit A' normal sind 
(vgl. Nr. 2). Denn in jeder Geraden von a* schneiden sich Berührungsebenen dieser 
Fläche rechtwinklig. 

4. Von den confocalen Flächen a% ß* , y* können zwei sich auf die Focalcurven 
der dritten reducieren, oder auch sie können mit einander oder mit der dritten zusam- 
menfallen. Der Satz von Bobillier enthält demnach wichtige Specialfälle, z. B. den 
Satz von Monge: 

« Die Scheitelpunkte der orthogonalen Trieder, die einer Fläche zweiten Grades 
« umschrieben werden können, liegen auf einer mit ihr concentrischen Kugel, im Fall 
« des Paraboloides aber auf einer zur Hauptaxe normalen Ebene ». 

Wenn ein orthogonales Trieder sich so bewegt, dass eine seiner Ebenen eine Flä- 
che a' zweiten Grades umhüllt, und die beiden übrigen je eine Focalcurve von a' fort- 
während berühren, so beschreibt sein Scheitelpunkt eine mit a* concentrische Kugel k*. 
Jede Gerade, die die Kugel k^ und beide Focalcurven schneidet, ist in ihren Schnitt- 
punkten mit k^ zu zwei Berührungsebenen von a' normaL Is«* 
tritt an die Stelle von k* eine Ebene, die zu der Haupta 
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Die Ebenen, welche die Focaieliipse oder auch die Focalhyperbel eines einschaiigen 
Hyperboloides a' berühren und zu je einer Geraden von a* normal sind, schneiden die 
zugehörigen Geraden von a' rechtwinklig in Punkten einer mit a' concentrischen Kugel. 

5. Ein orthogonales Trieder, dessen Ebenen o, ß, y drei confocale Flachen a*, 
ß*, y' zweiten Grades berühren, kann sich so um seinen Scheitelpunkt 5 drehen, dass 
a und ß zwei Tangentenkegel 5(a*), S((i*) der Flächen «*, ß* umhüllen. Seine dritte 
Ebene y umhüllt dann den Tangentenkegel S(y^) der Fläche y*. Concentrische Tan- 
gentenkegel der confocalen Flächen aber sind bekanntlich selbst confocal. Wir schliessen 
daraus : 

« Wenn zwei Ebenen eines orthogonalen Trieders confocale K^el zweiter Ordnung 
cc umhüllen, so umhüllt auch die dritte Ebene einen Kegel zweiter Ordnung, der mit 
« jenen confocal ist. Zugleich beschreiben die Kanten des Trieders drei concyklische 
« Kegel zweiter Ordnung, deren cyclische Ebenen zu je einer Focalaxe der confocalen 
« Kegel normal sind ». 

Dieser Satz ist, wenn ich nicht irre, bekannt. 

Die confocalen Kegel 5(a*), S({i') können zusammenfallen. Es ergibt sich: 

« Die Strahlen, in denen sich je zwei Berührungsebenen eines Kegels S(a*) zweiter 
« Ordnung rechtwinklig schneiden, liegen auf einem concentrischen Kegel zweiter Ordnung 
« und sind zu je einer Berührungsebene eines mit 5(a*) confocalen K^;els normal ». 

Der vorige Satz ist umkehrbar. Wenn nämlich zwei Kanten eines orthogonalen 
Trieders concyklische Kegel zweiter Ordnung beschreiben, so umhüllen seine Ebenen 
drei confocale Kegel zweiter Ordnung, und alle drei Kanten beschreiben concyclische 
Kegel. 

6. Von den geodätischen Curven einer Fläche a* zweiten Grades hat Chasles *) 
bewiesen, dass die 00* Tangenten und Krümmungsebenen einer solchen zugleich eine 
mit a* confocale Fläche (i' berühren. Hieraus und aus dem Satz von Bobiluer folgt 
(vgl. Nr. 2): 

« Die Punkte, in denen die Tangenten einer geodätischen Curve der Fläche a' 
« zu je einer Berührungsebene der mit a* confocalen Fläche y' normal sind, liegen auf 
« einer mit a' concentrischen Kugel. Diese Kugel ist dieselbe für alle geodätischen Cur- 
« ven auf a\ die eine Krümmungscurve von a* berühren ». 

Aus der Umkehrung dieses Satzes ergibt sich: 

« Die Tangenten der 00' geodätischen Curven auf a*, die eine Krümmungscurve 
« der Fläche a* einhüllen, berühren eine und dieselbe mit a* confocale Fläche (i' 
« zweiten Grades » (Chasles, loco citato). 

Strassburg, den i. August 1906. 

Th. Reye. 



*) Chasles, Sur les lignes géodésiqucs et les lignes de courbure des surfaces du second degré [Journal 
de Mathématiques pures et appliquées, i^r« série, t. XI (1846), pp. 5-20], pp. lo-ii. 
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LES ÉQUATIONS GÉNÉRALES DE LA MÉCANIQUE DANS LE CAS 
DES LIAISONS NOiN-HOLONOMES. 

Par M. Jean Quanjel (Hal). 



Adunania del 24 giugno 1906. 



1. Supposons que l'on veuille exprimer qu'au moment tj un corps C roule sans 
glisser sur une surface S; il faudra écrire qu'à ce moment la vitesse du point de con- 
tact de C avec S est nulle ; ce qui donne les équations de liaison exprimant le roulement 
de C sur S. M. Korteweg a montré, d'une manière générale *), que ces équations ne 
peuvent être intégrées. On a donné, d'après Hertz, le nom de liaisons non-holonomes 
à toutes les liaisons qui s'expriment par des équations différentielles non intégrables; 
tandis qu'on a appelé liaisons holonomes, celles qui s'expriment par des équations finies 
ou intégrables. 

Nous examinons, dans ce qui suit, ce que deviennent les équations générales de la 
Mécanique analitique dans le cas des liaisons non-holonomes. 

I. — Les équations de Lagrange. 

2. MM. Neumann **), Vierkandt ***) et Korteweg ****) ont montré que les 
équations de Lagrange doivent être modifiées dans le cas des liaisons non-holonomes. 

M. Appell donne dans le tome II de sa Mécanique rationnelle, une démonstration 
de ce fait. 

Nous allons la reproduire, en la généralisant légèrement. 

3. Nous supposerons dans tout ce qui suit; 

1° que le principe de d' Alembert soit applicable; 



*) Korteweg, Über eine ziemlich verbreitete unrichtige Behandlung sweise eines Problèmes der rol- 
lenden Bewegung, etc. [Nieuw Archief voor Wiskunde, Tweede Reeks, Deel IV (1900), pp. 130-155J. 

**) C. Neumann, Grundiüge der analytischen Mechanik, insbesondere der Mechanik starrer KCrrper 
(Zweiter Artikel) [Berichte über die Verhandlungen der Kgl. Sächsischen Gesellschaft der Wissenschaften 
zu Leipzig, XL. Band (1888), pp. 22-88J, pp. 32-56. 

***) Vierkandt, Über gleitende und rollende Bewegung [Monatshefte der Mathematik und Physik, 
IIL (1892), pp. 31-54], p. 47. 

•***) Loco ciuto. 
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2^ qu'il soit possible de rempbcer les liaisons géoniòtriques imposées au système 
par des forces de réaction; 

3^ que le travail de ces forces de réaction soit nul pour tout déplacement com- 
patible avec les liaisons. 

4. Supposons les coordonnées d'un point quelconque du système exprimées au 
moyen de w paramètres y,, t/, ,...</, et du temps t; de sorte que: 

/.N ) y = fM.^ 9. • • • 9-1 

^^ i v = A(9.,9, . • .9,. 

Admettons, en outre, que les n paramètres soient lióes par i relations non-holonomes 
distinctes : 

\ ^.^y. + k^l, + • • • + ^,^f. = o. 
Un déplacement virtuel compatible avec les liaisons telles qu'elles existent au mo- 
ment /, est dòterminò par des équations de la forme: 

(3) { ?5>. = If'^, + • • • + P^^q, ..= .,.....> 

^ Vi ^ Hn 

^' dq, ^'^ ^ dq^ *" 

Si les ^q sont liés par les k équations (2), on pourra en déduire p. c. les k 
derniers ^q en fonction homogène et linéaire des ;/ — k premiers qui seront arbitraires; 
si l'on élimine de (5) les k déplacements dépendants, on obtiendra pour Sx., S v., ^^ 
des valeurs de la forme: 

( ^-^ = '',^91 +''a^9. + f-'ï;^9f 

(4) hi = l^^^. + Kh.+ •••+^'^9r (P = n^ix 

Portons les valeurs (4) dans l'équation générale de d'ALEMBERT, et égalons les 
coefficients des mêmes variations S«/ dans les deux membres, nous obtiendrons p équa- 
tions de la forme: 

i».(»,^;?+*.f,-j+vj^î)=i('..x+'',''+'.2) 



qui constituent, avec les k équations (2), les n équations du mouvement. 
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Je dis que, règle générale, les équations (5) diffèrent de celles de Lagrange. 
Les seconds membres étant les mêmes dans (5) et dans les équations de Lagrange, 
prouvons que les premiers sont différents. 
On a: 

Le premier membre de la première des équations (5) peut s'écrire 

(7) il-('^.-' + ^/ + ^.0-I-(-^'^+/^ + t'^)- 

Or, (6) donne: 

_dx' , _dy' _dx: 

""'-dq-r '-dir ''~ä^' 

et, puisque 2 7= X^^^C^'^+y'^ + ^'O? ^^ premier terme de (7) pourra s'écrire -jr (3-. ) j 

qui n'est autre que le premier terme de l'équation de Lagrange. La différence entré 

le second terme de l'équation de Lagrange 

dT ^ / ,dx' . ,dy , ,d:c'\ 

dq, ^ \ dq^ ^^ dq^^'^dqj 

et le second terme de l'expression (7) est: 

Or 

dt -dqj'^dq,'^'^ ^dq,^P^dt 

et 

dx^ _ a^fl, , , da, , , ■ ^^^ , , da 

dq,~dq\'^'^ dq]'^''^ ^'dq,^''^dq/ 

Tenant compte de ces valeurs, le coefficient de x' dans (8) sera: 

^^^ lô?. dqj''^^\dq.^ dqj'^^^ +\dq^ dqj^\dt dq,)' 
Les coefficients de v' et ;(' auront des formes analogues. 

Pour que l'équation de Lagrange s'applique au paramètre y,, il faut que (9) et 
les deux autres expressions analogues soient identiquement nulles, ce qui n'est pas gé- 
néralement. {Voir: Appell, Les viouvements de roulement en Dynamique^ p. 41). 

Le théorème est donc démontré. 

5. Remarques. — L On pourra, quelles que soient les liaisons, écrire les premiers 
membres des équations de Lagrange, à condition d'ajouter aux seconds membres des 
expressions telles que R^ . On aura donc dans tous les cas : 

(10) 

Nous indique »sfaire Ä, . 

Remi. Gre. Ut 34 
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n. Si les expressoos (4) som iri=çnblesw on voit înmiédxaicixicnt que R^ = o, 

et que les equations (10) se ris^eces: i ceiks de L&GtAXGE. 

in. Dans les seconis rr.eir.bres ics fb-mujcs (4) et (6). ccrivons d'abord les 

tennes a^iq.. ^. ^f, , ^':^ï:î ^orziozis itiix purdes des termes en ^f,» ^y, * etc. 

en f^, f '.,... et du tenne j: I2 premiere amtenin: q.^ U seconde oe la contenant 

pas; ainsi posons: 

^, = *, + ^:; a. = x -f j , e-^.; i ^ - ,i«ß^^ etc-; <^, = T, + Q» «e; 

J=x4.i<, f=i^ß; c- = 7-fC, 
les lettres grecques dcsignant des c-anrii.s rerjermanr le paramétre q^; les majuscules 
des quandtcs ne le renfermant pas. Les :"orn:ules (4) et (6) pourront s'écrire: 

(4') ]^v = G\:iï^ + >:^%-f -•- ^.^^?-)-f (Ä,x?,+ ••• + fi.^y,) 

( ''=(^.y; + »,y; + ••- + ^î; + ^) + (-^,f; + ••• + ^,?; + ^ 
(6') ? / = (^y; + ^.y; + --• + p.?; -r .o-r c^.?; + •-• + «,?; + a) 

Démontrons que: 

Si Us premiirts parenthèses des seccnJs membres constitumt des différcntUlUs exactes, 
les formules ordinaires de Lagrakge sont applicables au paramhre q^ . 

On a, par hypothèse, v * = <--\ ^ puisque ^ — ' = o, on pourra ccnre: 

^''j = ^_(^ +_^J ou ^ = ^-i 

dq, dq^ ' Ö?, â^/ 

Mêmes égalités pour les autres j, b. c . , . Donc /î. ^ o. M. Appell f'Z.c'5 wjom- 
vements de roulement en Dynamique, p. 44; ionnc une autre demonstration de ce théo- 
rème, et reproduit rapplication que Ferrers en a faite (1872) dans la formation des 
équations du mouvement du cerceau. 

Note. — Il est inutile de montrer que le ihéorème précédent s'applique toujours si 
les coefficients dans (4) ou (6), autres que a^ , ne contiennent pas q^ , et si a^ ne con- 
tient ni y,, q^, ... q^, t. 

IV. Il se peut que quelques-unes des équations (2) soient intégrables. Admettons 
que s de ces équations se trouvent dans ce cas. En intégrant, nous obtiendrons s éxjua- 
tions liant les paramètres, ce qui fera tomber le nombre des paramètres indépendants 
de p i p — s. 

V. Si les équations (2) ne sont pas immédiatement intégrables, on peut se de- 
mander si elles n'admettent pas un facteur d'intégration; cette question a été exaininée 
en partie par M. Hamel dans son mémoire: I)ie Lagrange-EulerV/;«'« Gleichungen 
der Mechanik (Ixipzig, Teubner, 1902). 

6. Équations de M, Appell. — Nous allons transformer l'équation (10) de manière 
A en faire disparaître la quantité R^ , dont la formation d'après la formule (8) eP^ 
compliquée. 
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On a: 

dT ^ { ,dx' , ,dy' , ,d7i'\ 

ou, vu (6), 
Ensuite 

Posons, avec M. Appell, 
et nous pourrons écrire: 

D'ailleurs : 

Retranchant (12) de (11), nous reconstituerons le premier membre de Téquation (10), 

qui devient: 

|| + I»[.(4^-§^')+/(^/,-|^;) + .(4^-|i)] = e, + .,. 

Or, d'après (8), le deuxième terme du premier membre n'est autre chose que Ä, ; 
on aura donc: 

03) 11= Ö., 

et des équations analogues relativement aux autres paramètres indépendants. Ces équa- 
tions sont dues à M. Appell, qui en a donné une autre démonstration dans les 
Comptes rendus de l'Académie des Sciences de Paris (1899). 

M. Appell part du principe de d'ALEMBERT, au lieu de transformer comme nous 
l'avons fait, l'équation (10) de Lagrange généralisée. 

7. Remarques. — I. Le procédé suivi pour arriver aux équations (13), nous semble 
avantageux aux points de vue suivants : 

1° Les équations (13) se sont présentées tout naturellement comme une généra- 
lisation des équations de Lagrange. 

2° On voit immédiatement l'équivalence des équations (10) et (13); en eflfet, en 
faisant sur (13) des transformations inverses de celles qui ont été faites sur (10), on 
retrouve ces dernières. 

3° On voit en outre que pour les systèmes holonomes, les équations (13) sont 
identiques aux équations ordinaires de Lagrange. 

^® enfin, le procédé suivi permet de montrer facilement l'équivalence des équations 

eurs, MM. Korteweg et Vierkandt, entre 
ure. 
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n. Retranchant (13) de (io), on obtiendra: 



(-) ^.-^m-^.-'^^ "■= 



dS 

M. Appell établit la même équation (^Journal de Jordan, 1901), et y fait rela- 
tivement d'intéressantes remarques. 

Ces quantités R^ , R^ interviennent dans la généralisation que nous donnons phis 
loin du théorème de Jacobl 

8. Équations de M. Korteweg (Nieuw Ar chief, 1899). 

Nous allons donner une exposition simple du procédé de M. Korteweg, Su[^)o^ 
sons un moment que nous fassions abstraaion des liaisons (2) à condition de les rem- 
placer par des forces de réaction que nous ajouterons aux forces agissantes. Le corps 
est alors rendu libre et on peut lui appliquer les équations de Lagrange. 

Écrivons donc: 

(M) 

Ä, , R^j ... R^ étant les composantes des forces de réaction. 

Imaginons un déplacement Xy^, Sy^, ... ^q^ compatible avec les liaisons, et sup 
posons que ce déplacement puisse se faire de manière que le travail des forces de 
réaction soit nul (ce qui a lieu, en particulier, pour les mouvements de roulement), 
c'est-à-dire que 

(15) R.h. + RJ<i^+ •••-{• RJg, = o. 

Par hypothèse, les équations (2) expriment toutes les liaisons auxquelles le système 
est soumis; (15) doit donc être conséquence de (2). En d'autres termes, les valeurs 
des k déplacements ^9.^,, ... ^q„ déduits de (2) en fonction de ^y^, ... iy , doivent 
satisfaire i (15) quels que soient Sy^, Sy^, ... Sy^; ce qui exige que le determinant: 

i R,^i.-{-R,h. + ----\-R,hp V. • • • ^. 



I 



soit identiquement nul. Cette condition fournit les p équations: 
/ ^\ A A . . . A ' Az Af^ . . . A I 

(16) . fH-, « I _ Q^ , p^x n _ Q^ çj^ 

JIL, ...l' ,LL ...i' 

Éliminant, au moyen de (14X les quantités R,j R^, ... R„ des équations (i6)j on 
obtiendra les équations du mouvemem. 
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Remarque. — Le point de départ de M. Korteweg est le même que celui qui nous 
a permis de retrouver les équations de M. Appell. 

La supériorité de ces dernières sur celles de M. Korteweg s'impose. U est d'ail- 
leurs possible de montrer l'équivalence des équations de M. Korteweg et de M. Ap- 
pell, moyennant des calculs assez longs, 

9. Méthode de A/. Vierkandt — Elle n'est autre que celle des multiplicateurs de 
Lagrange. 

En substituant les valeurs de x, y, ;( et celles de Xx, ìiy^ S;( déduites de (i) dans 
l'équation de d'ALEMBERT, celle-ci prend la forme: 

(.7) 2[^(H)-|f-a]'"=° "=■— "^ 

OU, en abrégé, 

07) liP^-Qd^i = o. 

Supposons les ^q liés par les k équations (2). 

Ajoutons ces équations, multipliées respectivement par des quantités ^, , ^^ , ... \y 
momentanément indéterminées, aux équations (17); nous obtiendrons: 



(18) \ 






Prenons toujours comme paramètres indépendants q^, y, , ... q (j> =: n — k). 
Choisissons les multiplicateurs X de manière que les coefficients des k déplacements 
dépendants soient nuls; nous obtiendrons ainsi les k équations: 

( P,., - Ö,.. —\^p^. \ V. = ° 

(19) . 

f^. -Ö. -\< \L, =0. 

L'équation (18) deviendra: 

(2o)(P,-ß,->,^. r^L,ßq, + ..--{-iP-Q^-\A^ \L;)èq^ = o. 

Les ^q qui figurent dans cette dernière équation étant indépendants, leurs coefficients 
devront être nuls, ce qui fournit p nouvelles équations, qui, jointes au système (19) 
et au système (2), formeront un système de « -f- Ä; équations entre les n -f- ife inconnues 

?ij ^aJ ••• ^n> ^,5 \^ ... ^4. 

Remarque. — Ce procédé est sujet aux mêmes critiques que celui de M. Korteweg, 
dont il ne diffère pas, au fond. En effet, puisque (15) est une conséquence de (2), on 
pourra écrire: 

ce qui exige que: 
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10. Sur l'emploi abusif qui a été fait des équations de Ijtgrange non générallaées. 

Plusieurs auteurs estimés ont fait un usage abusif des équations de Lagrange non 
généralisées, surtout dans la résolution des problèmes sur les mouvements de roulement. 

Voici comment ont procédé ces auteurs : Ils forment la quantité 2 T en fonction 
des n paramètres q ; ils éliminent ensuite de cette expression, au moyen de (2), k des 
paramètres, et appliquent les formules de Lagrange non généralisées aux n — k = p 
paramètres restants, ce qui n'est pas permis, en général, comme il a été montré au 
n° 4. [Citons parmi ces auteurs: M. Schouten, Over de rollende beweging van un 
Omwentelingslichaam op een vlak (Verslagen der Koninklijke Akademie, Amsterdam, 
1899); Ernest Lindelöf, Mouvement de roulement d'un corps de révolution sur un plan)], 

n. — Les équations canoniques« 

11. — M. Painlevé a montré {Leçons sur l'intégration des équations de la Mécanique, 
pp. 140 et suiv.) comment il faut écrire les équations canoniques d'un système holonome, 
lorsque la quantité 2 T n'est pas une forme quadratique en q[ , q'^ . 

Nous allons voir comment il faut modifier les équations canoniques habituelles 
pour les systèmes non-holonomes. 

L'équation de Lagrange généralisée -j- l -^— ? j — ^— = j2, + -R, , qui est du se- 
cond ordre, est équivalente au système du premier ordre: 



(21) 






Appliquons au système (21) la transformation de Poisson, qui consiste à faire 

p, = -^r-T-5 P, = -^r-r^ etc. et à introduire une fonction K définie par: 
^' dq, "^^ dq, 

(22) K = p^q:-{-p^q:+ T. 

On obtient, en suivant une marche indiquée dans les traités classiques de Méca- 
nique, le système 



(23) 



qui sont les équations canoniques les plus générales du mouvement. 

12. Lorsqu'il existe une fonction de forces U explicitement indépendante du temps 
et de la vitesse des points du système (en d'autres termes, si U dépend uniquement 
des paramètres ç, , y^, ... q^) les équations (23) prennent la forme: 

( d_q^ _ d(^K-U) dj, d(K-U) _ 

(24) J dt ~~ dp, ' dt "^ dq, ~ ■ 



dl. 
dt 


dK 


dp, , dK 
dt "T" dq, 


= ß. + *■ 


dq._, 
dt 


dur 


dp,., , dK 
dt ' dq,_, 


= ß.-» + K.. 
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13. Si, outre les condirions indiquées ci-dessus pour C7, les expressions des coor- 
données des différents points du système sont explicitement indépendantes du temps, 
on sait qu'alors T=zK; et si Ton pose ensuite, comme d'habitude, K — U=T — U=Hj 
le système (24) s'écrit sous la forme plus simple: 

^^^ dt - dp,' dt - dq, ~ 

Les seconds membres de ces équations peuvent être exprimés au moyen des pa- 
ramètres y,, q^j q^y ... et de leurs dérivées q[j q[j q'^j ... (n° 7). 

III. — Le théorème de Jacobi. 

14. — Dans ce paragraphe, nous admettrons que les coordonnées x, y, ;(, s'expri- 
ment explicitement en fonction des paramètres et du temps. Nous supposerons unique- 
ment U explicitement indépendante du temps, et nous continuerons à désigner la quan- 
tité K — U par H. Les équations canoniques garderont ainsi la forme (25). 

Peut-on, dans le cas des liaisons non-holonomes, faire dépendre la résolution du 
système (25) de celle de l'équation ordinaire de Jacobi: 

(26) _ + i/^_, _, __, y,, y,, y^, t)=o? 

(Pour la facilité de l'écriture, nous supposerons seulement 3 paramètres q^y q^^ qX 
Faisant les calculs de vérification tels que les donne par ex. M. Appell {Micani- 

quCy tome II), nous constaterons que les valeurs des -j- tirées de (25) sont identiques 

à celles que fournit (27), mais qu'il n'en est pas de môme des valeurs des -1-. Il se 

pose donc la question : Est-il possible de modifier V équation (26) de manure que le théo- 
rime de Jacobi reste applicable? 

C'est ce que nous allons examiner. 

15. Tachons de déterminer une fonction 9 des paramètres telle qu'une solution 
^(îiî 9a j ?}5 ^ ^lî ^2 y ^3) (^i5 ^2? ^3 ^^^^ ^^ constantes arbitraires) de l'équation 
, , dV , rrlàV BV dV \ , 

(^7) -ôT^^Wr àT.'Wr ^" ^" ^3^ ^) + T = ^ 

fournisse, en posant 



(28) 






5 



j dV ^ dV dV 



dl.-'" a?. -^^' a?, 

is canoniqu 
Cherchons d'abord quelle doit être la forme de 9 pour que les -* 



pour les -~ et les -— les mêmes valeurs que les équations canoniques (25). 
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leurs identiques dans (25) et (28). Ces dernières donnent 

i dp, _ d'F . d'y , . d'V . ■ d'V . 
(29) \d^ ''d<j,dt-^ dq:^'-^dq,dqj'-^dq,dq^^^ 

Exprimons que V est solution de (25), nous obtiendrons: 

d'V dH d'F dH d'F ■ dH d'F ,dH^, ^ ^ 

dtdq, '^ JdH\dq', ^ ^idy\dq.d<l.^ ^idZyq.dq,-^ dq, "^ dq, -°'' 

OU, vu (28): 

r. d'V , .d'V , d'V . d'V _ dH d^ 

^^^ dtdq, "^ ^' dq] ■•" ^'dq.dq, "^ ^'dq.dq^ ^ dq, dq, ' 

Le premier membre de cette équation n'est autre chose que -7^ (form. 20); écrivons 

que cette valeur est identique à celle fournie par (25), et nous aurons: 
dH . ^ dH . d<f p do 

dq, ^ ' ôî. dq, ' dq, 

On trouverait relativament ^ q^j q^ des expressions analogues; nous avons donc les trois 

conditions : 

D _ d? 
dq, 

' dq, 

S'il existe donc une fonction 9 admettant comme dérivées partielles par rappon 
ii q,, q^, q, les quantités — i?^ , — i?^ , — i?j , les valeurs des -^ tirets de (25) et de 
(28) sont identiques. Un calcul facile montre que, si 9 existe, les valeurs des q' xìròts 
du système canonique sont aussi identiques à celles déduites de (28). Donc: 

Théorème de Jacobi généralisî':. — Pour que le thcorhne de Jacobi reste appli- 
cable aux systèmes non-holonomes, il faut et il süßt que l'on puisse compléter l* équation 
ordinaire de Jacobi au moyen d'une fonction 9 admettant — Ä^ , — Ä, , — R^ comtne 
dérivées partielles par rapport à y^ , q^, q^. 

16. La fonction 9 existe si: 

dJR^^dR^ dR^_t5l ÊA-Î^ 

W dq, - dqr dq^ ' dq/ àq^ " dq, ' 

et puisque : 

_ d /dT\ dT 85 

'^'--dT[T^:)--d^~-d-q'r ^'-■■■'''•^ 

les conditions («) peuvent s'écrire, après des réductions très simples: 

d d /àT\ a^ -_±_A. (IL\ _ _11_ et- 

^^^ dq,dï\dq:) dqidq,- dq, dt\dq;) dq:dq,' " 
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Il est à remarquer qu'il suffit pour calculer les premiers termes des deux membres 
de (ß), de déterminer dans T les termes contenant les produits q^q\^ ?,^^; et pour 
calculer les seconds, il suffit de déterminer dans S les termes contenant les produits 

17. Cas particulier, — Si les quantités — R^^ — R^^ — R^ son indépendantes de 
Pi'i Pit Px'i '^ première des équations (25) peut s'écrire: 

dq, ^ a(H-9) 
dt dp, 

et la dernière: 

dp. _ -diH-<f) 
dt - dq, ' 

à condition de pouvoir prendre pour 9 la fonction définie dans le n** 16, cette fonction 
étant changée de signe. 

Dans ce cas, si l'on prend pour fonction H l'expression 

H=K—U-<f, 

l'équation de Jacobi généralisée aura la forme ordinaire: 

18. Certains auteurs ont fait un usage abusif du théorème de Jacobi non géné- 
ralisé. Nous ne citerons que M. Ezio Crescini [Sul moto di una sfera che rotola su di 
un piano fisso (Rend. Acc. Lincei, voi. V, 1° sem. 1889, pp. 204-209)], qui au para- 
graphe 3° de son étude, applique ce théorème. 

Hal (Bruxelles), juin 1906. 

J. QUANJEL. 



Rtnd. Cire. Matern. Palermo, t. XXII (1906). — Stampato il 18 agosto 1906. 
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DETERMINAZIONE DELLA FUNZIONE m- DI GREEN 
PER UN CAMPO SFERICO DI P DIMENSIONI 

Memoria di Pierina Quintili (Roma). 



AdunanxA del la agosto 1906. 



Non è privo di importanza il problema di integrare l'equazione 

(dove F rappresenta una funzione nota) in un campo sferico di p dimensioni, se p in 
dica un numero intero > i, quando al contorno sia dato il valore della funzione i 
quello delle sue derivate normali fino all'ordine m — i. 

L'integrazione della (i) può essere eseguita coi metodi del Prof. Almansi *), i 
quale la riduce a successive integrazioni della A% indipendentemente dal metodo di Green 
Nel caso di m = 2 il Prof. Lauricella **), facendo uso della funzione di Green, h: 
integrata l'equazione differenziale A^ // = o in un aimpo di forma circolare (j> = 2) 
supposti noti al contorno i valori della funzione incognita e quelli della sua dérivât 
normale e, per il primo, ha trovato una soluzione composta di soli integrali definiti 
che si presta molto bene alla verifica delle condizioni che debbono essere sodisfatte ne 
punti del contorno. 

Il Prof. Marcolongo in un suo notevole lavoro ***) ed in una successiva Nota f 
ci dà l'espressione della funzione di Green di grado m per la sfera, problema che i 
anche risoluto, con un altro metodo assolutamente diverso, dal Prof. Boggio +-{•). I 
Dr. Orlando in una sua Nota f+f) ci dà un metodo, molto elegante, per mettere sottc 



*) SuìVinU^raxiofu delVequaiione difftrcniiale A^" = o (Annali di Matematica, scric III, tomo I 
(1899), pp. i-)ij. 

**) Integrazione dell'equazione A^ (A^ w) = o in un campo di forma circolare [Atti dcll'Accad. d 
Torino, voi. XXXI (1895-96), pp. loio 1018J. 

***) Determinazione, della funzione di Green di grado n, nel caso di una sfera [Rend. Acc. Lincei 
voi. X, 2° semestre 1901, pp. 131- 137]. 

fj Sulla funzione di Grb€N di grado n per la sfera [questi Rendiconti, t. XVI (1902), pp. 230-235] 

ff) Sulle funzioni di Green d'ordine m [questi Rendiconti, t. XX (1905), pp. 97-135, 377J. 

f f f ) Sulla funzione w'"" di Green per la sfera [Giornale di Matematiche di Battaglini, voL XLIi 
(1904), pp. 292-296J. 
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forma breve e chiara le costanti che figurano nella funzione G^, non interamente de- 
terminata dal Prof. Marcolongo nel suo primo lavoro. 

Noi faremo qui vedere un metodo, per determinare la funzione nT' di Green pef 
una sfera di p dimensioni con un procedimento, che è un'estensione dei metodi del 
Prof. Marcolongo e del Dr. Orlando. 

I. Funzione m*"" di Green per una sfera di p dimensioni. — Espressione di questa 
funzione, — Senza premettere i noti concetti relativi alle funzioni w™* di Green ed al 
loro ufficio nella risoluzione dell'equazione A"" = o, vogliamo esporre il procedimento 
indicato, che ci condurrà a determinare una funzione G^ che, in una sfera S di p 
dimensioni, sodisfa, regolarmente, all'equazione : 

Per calcolare questa funzione è necessario distinguere due casi: 

1°) p impari arbitrario, o p pari > 2m, 

2°) p pari e ^ 2m. 

Nel 1° caso si hanno sul contorno <i del campo S le condizioni: 

e nel 2° le altre: 



^G.„ /'(^-'logf) 



"'^ ^ r ' dn' dn' 

(* = I, 2, . . . m — i), 

dove, al solito, r è la distanza di un punto fisso arbitrario A del campo S da un punto 

mobile Af, e -7— rappresenta la derivata, secondo la normale, rivolta verso l'interno di S. 
a n 

Diciamo R il raggio della sfera di p dimensioni, nel cui centro è posta l'origine 
degli assi, p la distanza del punto M dal centro, ed r' la distanza del punto A dall'im- 
magine M' di M. Poniamo allora: 

essendo r, funzione delle coordinate di A *), e consideriamo le funzioni: 

r r^ (v = o, I, 2, . . . m — I), 

dove è 

2V -{- 2W — I :=2m — /). 

Si dimostra facilmente, adoperando il procedimento d'induzione, che essa è m-armonica 
nell'interno della sfera di p dimensioni; allora, nel caso di p dispari arbitrario, o pari 
> 2w, poniamo, per risolvere il problema: 

(4) G.,, = 2a,rr'-"-r''- 



*) Marcolongo, Teoria matematica dell'equilibrio dei corpi uaslM 
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e nel caso di p pari ^ 2 m, posto p = hl^ consideriamo la funzione : 

(5) G.,^ = r'—nog -i- + £a;r|— ^»'-r'-' 

e calcoliamo i coefficienti costanti a. ed a', che figurano in queste due espresaoni, in 
modo da sodisfare, rispettivamente, alle condizioni (2) e (5). 

Volendo calcolare i coefficienti a- della funzione (4) notiamo che la condizione al 
contomo : 

''^^ dn" — dn>' 

si può mettere sotto la forma: 

e mostriamo come questa si converta facilmente nell'altra: 

(2") %^> -=0 (*=,.a.....m-i). 

dove il simbolo di derivazione d vale a denotare che qui deriviamo rispetto a r, , solo 
in quanto figura esplicitamente (in G^^). 

Applichiamo perciò il noto procedimento d'induzione. Chiamiamo 4> (r, rj la fun- 
zione G^ — r^"*"^ omogenea in r, r^ ; vogliamo dimostrare che la condizione -j- = o 

ufi 

equivale all'altra: -3 — = o. Siano (x, , (x,, . . . , (x^_, gli archi di cerchi massimi, fra di 

loro ortogonali, che, passando per il punto nel quale consideriamo la normale n, com- 
piono il sistema di coordinate curvilinee al quale ci riferiamo. Risulta chiara la relazione : 

dove \ X, , X^ , ... sono costanti e -% — denota la derivata totale di <l> rispetto ad r ^ , 

cioè vale la formula: 

d^ d4> â4> dr 

dove si deriva r rispetto a r^ in conformità della relazione stabilita in principio. 

Poiché nel nostro caso è 4> = o sopra tutto il contorno, la (6) mostra che, se è 

nulla -7— è anche nulla -j— ; dunque, sul contorno, vale l'equazione ottenuta dalla (7) : 

Chiamando con q il grado di <l>, l'omogeneità di 4>(r, rj ci permette di scrivere la 
relazione 

^ * dr ' dr 
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che ci dà, sul contorno: 

(7") o = ^^T- + ^ 



Le equazioni (7') e (7")> ^^^^ ^^^^^ il determinante r — r^-j — non è identicamente 

nullo, mostrano che sul contorno vale la -:r — = o e la 

ór 

Supponiamo allora di aver dimostrato che la condizione — - — = o si può sostituire 

sul contorno, con Taltra — 7 — = o e che ciò avvenga anche per tutti i valori più 
bassi dell'indice di derivazione. 

Ponendo nella (6) al posto di 4> la funzione omogenea — - — e supposte nulle, 

al contorno, la derivata normale di 4> fino alla (k — i)"*, otteniamo, nel 2^ membro, 

insieme con termini che son nulli al contorno, la quantità a — - (in cui a è un coef- 

dn 

Sciente numerico) perchè le derivate fatte rispetto ad r^, nel sistema di coordinate 
ortogonali considerato, danno derivate di indice uguale od inferiore rispetto alla nor- 
male n. Abbiamo allora nel 1° membro la quantità 

e quindi sarà: 

d / a*~'«i> \_ 

perciò dalla formula: 

• d / d*-'«I> \ _d*«l> a / a*-«I> \ dr 

W dr, \dr'-^ )~ dr\^àr \bi^^ ) dr, ' 

analoga alla (7), otteniamo: 

, ,. a'* , d /d*-'*\ dr 

ma, per l'omogeneità di — 7 — e per la condizione già ammessa precedentemente, si ha : 

a*<t> , d /d*-'4>\ dr 
^'^ ' = '^Jr^'^'d-r[YrY^)'ä^' 

Dalle equazioni (9') e (9") segue che la condizione al conton 

con l'altra — - = o e con quelle già ammesse, C 
dn 
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condizioni al contorno: 

4> = o, 


d^ d""^ 

dn =^' ••- ,n*=^ 




sono sostituibili con le altre: 






^ = o, 







e risulta quindi dimostrato come alla condizione (2) o (2') al contorno, possiamo so- 
stituire la (2"). 

Ma avevamo scritto precedentemente la formula: 

(4) G.., = Ja,rr'-"-'"'- 

e se formiamo la P^, oneniamo l'espressione: 

^'■' 

d C 

r^=5a,(2m— 2Ì-/>+2X2m— 21— H-i) ... (2m— 2Î— />— ife+3X-"^-*'*'-V*-', 

che sul contorno si riduce all'altra: 

(^-^)=l<2m-2Ì-p-\-2X2m-2Ì-p-\-i).,.Ì2m-2Ì-p-k^3y'-f-'-, 
\ Br, /, ... ^^ 

e ricordando che, come abbiamo dimostrato, vale su e la relazione : —^ = o ot- 

dr, 
teniamo, dalla formula precedente Taltra: 

m 

(io) ^a.(2m — 2i'-p'\'2){2m — 2i—p-\'i)...{2m — 21— /) — *-f~3) = o> 

che ci fornisce la (i -}~ 0"* equazione del sistema che dovrà determinare i coefficienti 
a. della funzione G^^. 

Quest'ultima relazione vale intanto per it > o, perchè, per ife = o, la condizione al 
contorno : 

dà l'equazione tra i coeflScienti: 

(io') ^. + ^, + f- ut. = I ; 

quindi, per determinare le m quantità a, , ^^ , . . . a^ si ha il sistema di equazioni : 

l (2m— /)>,+(2m-/)— 2X+ ... -K— p-f-2>^=o 

(11) ì C^''^— /'X^^^— />— 0^:+(2'^— />— 2X2^-/)— 3X+...-H— />+2X— ;>+iK==o 

{2m—p\2m—p — i)...[2w— /) — (m— 2)]a,-}"(2^^""/' — 2X2m— p — 3)... 

...[2m-p-2-(m-2)K+ ... +(_p+2X-/>+i)...[-/>+2-(m— 2)K=o 
e ciò nel caso di p impari arbitrario, o p pari > 2m. 

Calcoliamo ora il sistema di equazioni che ci determinerà gli m coefBcienti a\ che 
figurano nella funzione (5). 
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Poniamo per semplicità nella G^^^: 

(12) r^,., = Ì<r^r'^"^'r"-'; 

avremo : 

(5') G„,, = '-'"-"' log ^ + r„„, 

e ricordiamo che al contorno deve essere verificata la relazione: 

dn' ari' 

che, tenendo preseme la (5') si muta facilmente nell'altra: 

(50 -7^ = ^ ,. ^ 

dn an 

pure al contorno. Ma, ripetendo un ragionamento già fatto nel caso precedente, è chiaro 
come questa condizione si possa convertire, sempre su (x, nell*altra: 

•e ora consideriamo l'espressione (12) e formiamo la 

d'i: 

e poiché è 



(5") -VF= ^ ;,> (* = .....,»-.). 

or* or] 

Se ora consideriamo l'espressione (12) e formiamo la ^^, si ottiene: 

or. 

,^=ya;(2m— 2(JL— 2Ì+2X2m-2(ii— 2i+i)...(2w— 2(x— 2Ì-Jk+3>r-^»^'^^^^^ 
or. iTi 



^ ^, "' = (- 0(- 2) . . . (- Ä: + I)r7^-^^ 

ricordando che per la (3") i primi membri di queste due ultime relazioni sono uguali 
su d, avremo ancora l'equazione: 

^a\{2m — 2\L — 2Ì-}-2)(2m — 2(1. — 2Ì'{-i),..{2m — 2\l — 2% — ^ + 3) 
t— 1 

= (-l)(-2)...(-*-fl), 

che ci rappresenta la (Jk -{• i)"* equazione del sistema che dovrà determinare i coeffi- 
cienti a', della funzione G^.^^, 

Ma questa equazione vale per ^>i, come è evidente; per /: = o dalla condizione 
al contorno: 

r = r'""-'^ loR ^ 

ricaviamo la relazione: 

< + <+••• +< = o, 

che ci fornisce la prima equazione tra i coefficienti a\ della G^ ^ 



''2|* 
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Per k = i dall'altra condizione al contorno : 

a,. - Sr, 

si ottiene l'espressione 

m 

^a!(2m — 2|JL — 2i -j" 2) = I, 

che ci rappresenta la seconda relazione tra i coeflSdenti. 

Quindi il sistema che determina le m costanti a'^ , a, , . . . a^ è il seguente : 

(2m-2(t>;-K2m— 2ft-2X+ - -K-2|*+2K=i 

(2OT — 2(*.X2''»— 2ft — l)«|-j-(2m — 2(t — 2X2"* — 2{A — 3XH 

... 4<— 2(*+2X— 2ft+I>l.=— I 
(2OT— 2JÌ.X2W» — 2|A — 1X2»« — 2(t — 2)a| 



(■4) 






-K2W— 2a— 2X2m— 2ft— 3X2m— 2ft— 4)a;+... 

... -K_2^-|-2X-2[X+lX-2{^K=(-lX-2) 



(2w— 2(<.)...[2m — 2(A — (w — 2)]a,'-)-(2m— 2(*. — 2)...[2m— 2(*.— 2 — (»»— 2)]a^-|- ". 

\ —K-2|^+2)...[-2^+2-Cm-2)>:=(-lX-2)...[-(m-2)] 

e ciò nel caso di p pari = 2 (x e ^ 2 m. 

In complesso, la (i -}- 0"* equazione può scriversi sotto la forma : 

m 

(15) ^A^(2m — p — 2i-f- 2){2tn—p — 2Ì-}-i)...(2m — p — 2i — * + 3) = £4, 
1=1 1 

dove è 

e^ zzz o per p impari arbitrario oppure p^ im ife > o 



ed 



= 1 » » » » » » i = o 

= ( — i)( — 2) . . . ( — ^ + i) per p pari ma /) ^ 2m ife > i 

= 1 » » ö » » Ä: = I 

= »»»))» jfe = o 



^ . = a. nel caso di p impari arbitrario o pari > 2 m 
A^ = a\ » » » p pari ^ 2 m. 

2. Risoluzione del sistema di equazioni che determinano I coefPcientl. — Per risolvere 
i sistemi di equazioni (n) e (14) del n° precedente, che determinano i coefficienti 
a^ ed a] delle due funzioni G^ e G,„ , , cominciamo col calcolare il determinante D 
dei coefficienti che, come vediamo, ha in ambedue i sistemi, la stessa espressione. Si ha : 

I I ... I 

n) D= (^"^-P^ (2m-p-2) ... i-p+2) 

{2m^pX2m—p-^i) (2m-/)-2X2m-/>— 3) . . . (-p+2X-/'+i) 
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Questo determinante, come osserva il Dr. Orlando nella Nota citata *), equivale 
all'altro : 



D 



I I 

{2 m — p) (2 m — p — 2) 

(im — py (2 m — /) — 2)' 



i-p + 2) 



(-p + 2r-^ 



I (2 m — py-' {2m — p — ly-' 

che, come sappiamo, è uguale al prodotto di tutte le differenze che si formano, to- 
gliendo dagli elementi a. d'indice maggiore, quelli d'indice minore, ed avremo, con cal- 
coli semplicissimi : 

m(m— I) m(m—i) 

(^') D = Ç— i)~^2^^i!2! ... (m — 2)!(w — i)! 

Per l'osservazione fatta relativamente all'espressione D, data dalla (i), possiamo 
scrivere senz'altro il determinante D. , che figura come numeratore della quantità co- 
stante a^ , sotto la forma : 

D.=^(—iy^X2m—p)(2m--p--2),..(2m—p — 2Ì + 4)(2m—p — 2t).,.C^p + 2)>C. 

I ... I I ... I 

(2m— /)) ...(2/AÎ— p — 2/+4) {2m—p — 2t) ...(—/> + 2) 

X {2m—py ...(2m-/) — 2i + 4y C2m—p — 2iy ...(— /)-f2y 

I (2m— /))'"-\..(2m— ^ — 2Ì + 4)"-^ (2w— /> — 20""'...(--/> + 2)"-' 
che si riduce facilmente all'altra : 

w(m— 1) m{m — l) 



(2) 



\D..=(— i) ' 2 ' (2m— p)(2ff»— ;» — 2)...(2W — /) — 2» + 4)X 

- , , .i!2!...(m — i)! 

Quindi, per p impari arbitrario, o pari > 2 w, la quantità a^ = -jj^ è espressa 
dalla relazione : 



(3) 



a.. = (- I) 



;,„ (2ffl — j>)(2m-j> — 2) ...(—/) + 2) 
2"— (», — »■)! (i— i)l(2m — p — 2J + 2) 



ed abbiamo dunque per G„ la formula: 



(2m — /))(2w — /) - 2) . ■■ (— j) + 2) 



2m—2t-p-i-2 a»— 2 



(4) G,„p_£( i)'"" 2'"-'(ni — iy\(i-i)\(2m—p-2Ì + 2)'^ 

che ci rappresenta I'm""* funzione di Green per una sfera di p dimensioni, quando 
sia p impari arbitrario o pari > 2m. 

Per p = 3 otteniamo la nota funzione di Green di grado m, per la sfeta 



*) Sulla funzione »'"" di Green per la sfera. 

Keud, Circ. Matem. Faìtrmo, t. XXII (1906). — Sum pa to il 18 agosto 1906. 
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(2m — 3)(2m — 5) ... i 



spazio ordinano: 

^-'3 = Z (— 0' 2— '(m — i)\(i — i)!(2m — 2i — i) ' ' 
che può porsi facilmente sotto la forma: 

(5) G..,=£(-ir'- (^'»^^ilL 



»(m— »)— I „2(i-i) 



2»— 3(m — 2)!(m— i)!(i — i)![2(m — — i] 
data dai Dr. Orlando nel citato lavoro. 

Consideriamo ora il 2° caso e calcoliamo il determinante D|, numeratore della 
quantità costante ^!, che figura nella funzione (5) del n° precedente; questo determinante 
avrà l'espressione: 

I ... I o ... I 

(2m— 2[l.) ... (2m — 2[1. — 2Ì-f-4) I ... ( — 2(X-|-2) 

(2m— 2(xX2m— 2|X— l) ... (2m— 2|X— 2Ì-f4X2m— 2(A— 2J+3) (—1) ... (— 2fX+2X— 2|i+I 



Per trovare il suo valore, considero l'altro: 
I ... I 



m)= 



«.(«■-0 

«.(«.-lX«.-2) 



O 



I 






dove nel caso nostro è 

a. = 2(m — (X — i-f i). 

Se moltiplico quest'ultimo determinante per i ottengo 

f(o=(5+i)ö:(o 

o 

i 

(5+05 



I 

a, 

«.(«,-0 



.-.(«._-I) 



«.(«-iX« -0 • • • «.-.(«.-.-iX«.- -0 (5+IÄ5-0 



I 

« i 

M 

*«(««— 



che posso anche scrivere sotto la forma: 



F(Ç) = (5 + OA'(5) = 



a. 



o 

5 + 1 

(5 + 0' 



I 

a. 



Ma è nota la relazione : 

o;(-o = [o:(5)]u-. 



«7-7 (5 + 0""' cr 

e.-5^=(ìfL. 



. I 
. a 
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e giacché le derivate dei termini della colonna f"* sono date da 

o, I, 2(5 + I), 3(5 + i)\ . . . , (m _ i)($ + I)-', 
che, per $ = — i, valgono tutte zero, all'infuori della seconda che è uguale a i, ottengo : 



d:(-i) = 



I 


I 





I 


I 


«, 


**-. 


I 


«i*, 


«m 


< 


«L. 





<, 


< 


a;- 


«:_-■ 





<:: 


«r' 


I 


. . I 




I . . 


. I 


< ■ 


. • «L. 




«•.. . . 


.< 


< ■ 


••«L 




«L. • . 


• • • • 



= (- O*' 



Se in quest'ultimo determinante una delle a, per es. a^, va allo zero, otteniamo: 

D\{- 1) = (- 1)'*'*' «Î«: . . . «L.«L. • • • <_.c • • . < X 

I ... I I 



X 



. ce 



m-3 flr^3 



»-♦■1 
. I I 



. I 



^IH J ^1« J 



è 
quando 



Nel nostro caso, in cui è 



m 



«. = 

-(t-j- I =j 



('?iO; 



e l'espressione precedente, se sostituiamo al posto delle a^ i loro valori, si riduce al- 
l'altra : 

'^ '^ ^ ' (m — (i — i-j-i)* 

I ... I I ... II ... I 

(m — (t) ...(w— (t— J-j-2) (m— [«. — ♦) ...I (—1) ...(—^4-1) 
im-^y ...(m-[x-i+2y {m-^-tJ ... i (-i)« . ...(-^ + 1)» 

(m — (jl)*"-' ...(m — (jl — i-j"^)'""' (^ — K* — *T"' ••• ^ ( — ^)"^' •••(— P'+^)"^ 

Ma il determinante che figura come fattore nel secondo membro è del tipo di 
quelli già considerati precedentemente, e quindi, con calcoli molto sejnplici, otteniamo 
per D\ l'espressione : 

H-w-i^-H I !2! . . . (m — i)! (m — K'J'Q^ — ^ 

(jn — %)\{i — i)l m — \L — ' 



(7) A' = (-0 
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Pi 
D 



È chiaro dunque come per iz^m — |* + i la quantità a\^-j^ è espressa dalia 
relazione : 

(>»-rìKt*-i)'- 



(8) 



a\ = (- ir-' 



(w — i)\{i — i)!2(m — (JL — i -}- i) 



Calcoliamo ora il coefficiente a' ,^^. di f*"^*»* nella funzione G^,.,. 



Per osservazioni già fatte, vediamo subito come il determinante D*^__^^^ , si riduca 
facilmente al tipo: 





I I ... I O I 


. . I 




«, «a . . . ««^^ I a^.j^, . 


• • ««. 


D'^, = 


a' a^ . . . a^ o a^ 


••< 


Ma essendo 


», a, . . . a,^ a^_^, . 


■-< 


ricaviamo: 

/ 


aj = 2(m — |t — i-f I), 





i9) 



I 1 ...I I I ... I 

[2(m-(x)]' [2(m-^i)]' ...2' [2(-l)y [2(r-2)Y ...[2(-f.+i)]' 
[2(m-it)]' [2(m-,*-l)]' ...2' [2(-l)]' [2(-2)]' ...[2(-(.-j-l)]' 



[2(m-,x)]'-' [2(m-|t-l)]"-...2— [2(-l)r- [2(-2)r-'...[2(-(.+l)r- 

Per calcolare questo determinante, consideriamo l'altro: 







I 


I . 


. . I 






^r 


K • 


..x: 


(IO) 


K = 


^! 


^i • 


. .x^ 


Ë evidente che, se poniamo: 


K 


K • 


..x; 






I 


I . 


. . I 




K' = 




X, . 
XJ . 


..X. 

. Ay 




K 


X» . 


.. x; 



rXo-o 



si Ottiene la relazione: 

e quindi, molto semplicemente, la formula: 

I I t— I i 

che possiamo ora applicare, nd nostro caso, al determinante D'^ 



(r > 0, 



-lA-hl 
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Si ha dunque, eseguendo calcoli facilissimi, la relazione: 

(tu— !)(»»— 2) m(wf— 1) 

(12) DI _ =(_!)"" ~' 2^~i!2! ... (m- OlY'-;^ — .-i-^, 

dove con 1' s'intende che la sommatoria va fatta escludendo il valore i^^^m — {/. -f- i . 
Ma essendo a' .,^. = "* J*"**' , otteniamo subito: 

m T 

^'^^ '^--'*-» = ~ Ç^'2(m-(x — t+i)- 

Noti cosi i coeflScienti a|., per la funzione G^^^^ avremo l'espressione: 

( è-.2(«— |x— j+i)' 

che ci rappresenta rwi"* funzione di Green per una sfera di p dimensioni, supposto 
Per (A = I Otteniamo la nota funzione di Green di grado m per il cerchio: 

^^^£t^ ^ (m — 0!0 — I)! 2(m — £;2(m-0 

a cui possiamo dare la forma : 

T m-i /ffi j\ ^a(«ii-0^a(.-i) ^^, ^2{m-i) 

(15) G^, = r^<--'Uog— +y(-ir'"-M'" I V >N - A-T =^• 

^ éì \i— i/2(w — i) iI7 2(m — t) 

Determinate dunque, rispettivamente, le due funzioni (4) e (14) sarà risoluto il 
problema dell'integrazione dell'equazione: 
(i) 1^*- tt = F 

in un campo sferico di p dimensioni (se p indica un numero intero > i) mediante 
le formule: 

/ «—I /»r fi 

K.p«\ ^r, • • • , ^n = Z / A''«^A»'-'-'(r'~-' - G..,) 

(16) a'^ 1 r 

{k..,<^'1, <', ... x<;;)=1^[A-«AA'<-'->(r*-'qog-i- - G„,„) 

|_A'<"-'--»(r— ''log^-G„,.,)^A''«]d<T-^(f'-'4og^-G„„,)A-«d5, 

dove Ä^^ e k^^^^ sono costanti dipendenti dal numero di dimensioni. Determinata dunque, 
come abbiamo fatto, la funzione generale di Green, noi potremmo, estendendo un noto 
procedimento *), costruire una formula che, per le funzioni poliarmoniche in un 



*) Marcolongo, Teoria matematica dell' equilibrio dei corpi elastici (Milano, 1904)^ pp. |J 
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di- p dimensioni, avesse l'ufficio che, per le funzioni biarmoniche, ha nel cerchio la se- 
guente : 



(i8) 



/ , _ R' - p^^ _i_ rdu R' — p^' 

\ " ~ iR 27cXân Ä[Ä' + p"-2Äp'cos(e-6')]'''' 

i 4.JL fu iR'-n[R-?'cosi^-n] i, 

\ ^2i:J/R'[R' + p'* -2Ì?p'cos(e - 6')]' 



data dal Prof. Lauricella *). Ciò mostrerebbe la coincidenza dei risultati, ottenuti col 
metodo del prof. Volterra esteso dall'Ing. Almansi, con quelli contenuti nel presente 
lavoro, ma i calcoli, destinati a verificare la coincidenza di questi risultati, sarebbero, in 
generale, lunghi e penosi. 

Roma, maggio 1906. 

Pierina Quintili. 



*) Loco citato. 
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SOPRA LE SESTIGHE GOBBE DOTATE DI INFINITI PIANI TRITANGENTL 
Nota di Edgardo Ciani (Genova). 



Adunanza del aa luglio 1906. 



1. Una sestica gobba generica possiede un numero finito di piani tritangenti. Però 
si conoscono esempi di sestiche, che pure essendo irriduttibili, ne posseggono un nu- 
mero infinito. Il caso più ovvio è fornito dalla curva d'intersezione di un cono qua- 
drico con una superficie cubica non passante per il vertice del cono. Evidentemente 
ogni piano tangente al cono è tritangente alla curva. Un esempio più interessante si 
presenta nello studio della configurazione del pentaedro. È noto infatti che esistono due 
sestiche razionali irriduttibili invarianti rispetto al sottogruppo alterno delle collinea- 
zioni che trasformano il pentaedro in sé stesso e ognuna di queste sestiche possiede 
come si sa infiniti piani tritangenti *). Queste due curve costituiscono, dal punto di 
vista proiettivo, una sola specie che noi, per brevità, indicheremo col nome di sestica 
del pentaedro. Ebbene, altri esempì di sestiche con infiniti piani tritangenti non si co- 
noscono. Sorge quindi spontanea la questione di esaminare se altri esempì possano esi- 
stere. Chi scrive presume di risolvere negativamente tale questione mediante le con- 
siderazioni seguenti. 

2. Abbiasi dunque una sestica Q irriduttibile dotata di infiniti piani tritangenti. 
Escludiamo per ipotesi il caso ovvio in cui essa esista su di un cono quadrico. Ci pro- 
poniamo di dimostrare che la Q deve essere la sestica del pentaedro. 

Faremo la dimostrazione per gradi. 

Anzitutto è manifesto che i piani tritangenti in questione non possono costituire 
una doppia infinità, altrimenti per un punto generico dello spazio ne passerebbe una 
semplice infinità : una proiezione piana della Q da quel punto ammetterebbe oo* tri- 
tangenti. Dunque la infinità dei piani tritangenti supposti sarà semplice, cioè essi costi- 
tuiranno una sviluppabile che indicheremo con S. Questa sviluppabile non può essere 
evidentemente di i* classe e per ipotesi non è di seconda. Vedremo insculto (n*' 3) 
che deve essere di sesta. È anche manifesto che le generatrici 



•) Ctr. la mia memoria: Sopra la configurazione del pêni^ 
(1906), pp. 322.341J. 
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riamente essere tiisecanti di Q per cui si potrà dire che deve esistere una rigata di 
trisecanti che è sviluppabile : è la sviluppabile tritangente 5. Ma ancora non si può af- 
fermare che questa sviluppabile esaurisca per intiero la rigata delle trisecanti. Però an- 
che questo resulterà in seguito (n° 4). S^^e intanto che la Q non può esistere su 
di una quadrica altrimenti quest'ultima, contenendo le trisecanti, sarebbe un cono il 
che è contro l'ipotesi. Cosi anche il fatto accertato che i tre punti di contatto di un 
piano tritangente devono essere in linea retta, esclude che tutte le tangenti di Q sieno 
delle tangenti-secanti (dato anche che possano esistere delle sestiche sghembe irridutti- 
bUi con infinite tangenti-secanti). 

3. L'ultima osservazione ci dice che ninna delle trisecanti di Q tirate da un suo 
punto generico P, sarà tangente a Q e quindi la proiezione piana di Q fatta da P, 
sarà una curva di 5° ordine che avrà tanti tacnodi quante sono le generatrici di S 
passanti per P, od altrimenti quanti sono i piani tritangenti passanti per P. E siccome 
il numero massimo di tali tacnodi è tre, cosi ne segue che tre è il numero massimo 
di piani tritangenti che si possono tirare da P. Vogliamo dimostrare che questi piani 
tritangenti sono proprio tre. A tal fine si osservi, anzitutto, che ninno dei suddetti piani 
può essere osculatore in P a Q , altrimenti un tale piano sarebbe stazionario in P, e P 
non sarebbe più punto generico di Q. Ciò premesso, si può dire che ciascuno dei 
piani in parola non può contare per più di due, perchè se contasse per tre, o per 
più di tre esso sarebbe osculatore in P a Q. Sono dunque da esaminare i 2 casi se- 
guenti : per il punto P passa un solo piano di S, ovvero ne passano due distinti. Il 1° 
caso è da escludere subito perchè il piano in parola contando al più per due, la classe 
di S sarebbe uno, o due. Nel 2° caso la Q è linea multipla per S e quindi la classe 
di S è almeno 4, ma non può essere maggiore di 4, perchè ciascuno dei due piani 
tritangenti che passano per S conta al massimo per due: inoltre Q è linea doppia 
per 5. Per accertare la impossibilità di questo, basta osservare dualmente che una s\i- 
luppabile irriduttibile di 6^ classe non può mai far parte della sviluppabile bitangente 
di una curva gobba di 4° ordine. Dunque effettivamente per P passano tre piani tritan- 
genti distinti e non più. Segue che la proiezione di Q da P è del 5° ordine e possiede 
tre tacnodi, ossia è razionale: quindi anche Q è razionale. Le sei trisecanti che pas- 
sano per un punto generico di una sestica razionale generica si riducono nel caso at- 
tuale a tre sole distinte: in altre parole esse sono a due a due infinitamente vicine e 
costituiscono le tre generatrici di S che passano per ogni punto di Q. Di qui si trae 
anche che 5 è di sesta classe. Infatti per determinare la classe di S basta enumerare i 
piani di 5 passanti per un punto dello spazio, osservando che se il punto è sopra S il 
piano di 5 che vi passa deve esser contato almeno due volte nella enumerazione sud- 
detta. Ora i ragionamenti precedenti provano che Q è linea tripla per 5, quindi cia- 
scuno dei tre piani che passano per P, punto generico di Q, deve esser contato al- 
meno due volte, ma ninno di essi può contarsi più di due volte, altrimenti Q farebbe 
parte dello spigolo di regresso di S, ciò che abbiamo già osservato essere impossibile. 

4. Le considerazioni del n° precedente servono anche ad escludere che la Q pos- 



sonLA ZJE ^^ -i>:»fe sums vnTéis m ai^jH..\ i^äsc -r^-^vwaccr; >ììa 

s^ga dd pmm nmìnpr. iTram' sa Jf nr lunnr ànrmir i .7^ ^ ?* i sShs.^ t^s3ES»> ^ 
nerico della stessa uitìx . L :z!iir .nt òl X icrasm J, i c'samttr ci riÄCcrc: ^ rsxï 
da quadrisecand aininini;' lak znai t jn;a.rrïr,r cnicrc ."lixtîA*- Omrvi ii iSSKrjtrix 
MP non incontra jùiâarraazB: C, . Inatrs: i tksedc inc-TCi;^:^ it AP ^ Cfiia tr^^^nt^^ 
a Q in P, non poc irware atrins: £ se nr }a Tr:éerk"œ e: C^ ii Af jixrtcòe ìnti* 
nite bitangcnti e faìna pzrs: i twit^'crrràr pàanr unr rear esssTîf $aa5kXyLri> in P per- 
chè P è generiooL AffiDàcr mm^at lak iczar riisdìS« rncxrHsrss ji C^ HÄ.^^:t>cnrti< 
che M assorbisse 4 pcnf zjsssr^aàrtx: e cœd^ ,rie 4 ^c^Jc:^ ir fL ä jìtcv^cSÙ:^^ 
alle tangenti nodaS se Ji fosse in iicôol jHh m^jerx cusc^èiiie » JUf fotÄX^ xuu v\b 
spide, ipotesi tene da scznz:^ jìcrzic;. al seinrc^ P e ìjcDcnccv Ir. cvxKrh5$àoïK i* rcttA 
PM deve riguardarsi ccsdc risecsnrje 31a rxsc: cocDe ^CDcrarix ^ X V>ìv;x^ i rj^^"^ 
namenti dd n® precedei^te êrnnsîraso die lìc P passilo rre irencr^rrk-; v:ìa:«ì<^ vU \ 
ora abbiamo veduto che nìima o ccies&e geoeriirki poó essere cocstiUiitA ò^ìU r\l^ 
quindi la proiezione di C, da P, oitre i tre tacncxii pn>wii3erù ò.ìUc j%^>crAtìVX in jv* 
rola avrà anche un punto d<^;«o pra^ìenìente iaRa PAI, Oix:stv> ^^ nunitcs^àUK^^K^ *n\- 
possibile. 

U ragionamento si applica anche al caso in cui Af sìa triplo. Se jxm M Kvsììjc ^wa* 
druplo, la Q esisterd)be su di un cono quadrico: il cono che U prv^^clt4 vÌA «VI. 

Le considerazioni di questi due n* provano anche che la sx^lupjxiWlc trìt4t\^iu? v< 
deve esaurire per intiero la rigata delle trisecanti. 

5. Essendo Q razionale e senza punti multipli noi conoscianìo i scguctui twuììcri 
di Cayley: m = 6, H = f^ = o, ä = io. Vogliamo dimostrare che ò v = i8» Infatti 
si osservi che nel piano di due tangenti distinte ve ne è sempre una ?*» (Perchè, una 
tangente t generica di Q si appoggia alle 6 tangenti che provengono dal considerare 
le tre generatrid di S che passano per il punto di contatto di t). D'altra parte t non 
può incontrare altre tangenti di Q, essendo in generale 2(w — 3) il numero delle 
tangenti di una curva razionale d'ordine n che incontrano una tangente generica della 
stessa curva. Da tale osservazione segue che la S esaurisce tutti i piani che sono bitan- 
genti a Q in punti aventi tangenti distinte. La classe di 5 ò sei (n° 4) ogni piano di 
S essendo tritangente va contato tre volte, dunque, secondo le notazioni di Cayley', si 
ha y=iS, Allora dalle formule relative si trae oj = 6, cioè la curva possiede 6 bitan- 
genti : esse quindi stanno a rappresentare, nel caso attuale, le sei quadrisecanti che pos- 
siede in generale una sestica razionale. Ebbene sia / una di queste bitangenti: essa in- 
dividua un fascio di piani che segna su Q una involuzione di cui indicheremo eoo Af 
ed AT i punti doppi. I piani /Af, /N sono tritangenti, dunque (n** 2) i relativi p&nn di 
contatto, su dascuno, saranno in linea retta : ciò esige che M ed N sieno infiiP' 
vicini ai punti di contatto di / e che i piani in parola sieno stazionari in r 
da escludere che la suddetta involuzione possa degenerare (il che accadrà 
pio, se i punti di contatto di / a)iìicide.'i:.cr(>;, ma allora la / funzionerà 
caute: le quadrisecanti sarebbero più di sd, che ia sola /ne « 
la Q ammetterebbe dunqix- infinite quadrirxxanti, fra cm ; 
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quindi esisterebbe su di una quadrica che sarebbe un cono (n° 2) il che è contro la 
ipotesi. 

6. Ricorriamo adesso alla rappresentazione parametrica di Q , il che è lecito perchè 
Q è razionale (n*' 3). Assumiamo per punti (1000) e (0100) i punti di contatto di 
una bitangente / e per piani x^ = o, x^ = o i due piani stazionari passanti per /, 
secondo quanto è stabilito nel n° precedente. La rappresentazione di Q sarà dunque 
della forma s^;uente: 

dove — è il parametro e i punti X = o, p. = o sono collocati nei punti di contatto 

di t. I piani x^ = o, x^ = o sono assoggettati all'unica condizione di passare per i 
punti [L =z Oj X = o rispettivamente. Ebbene fissiamoli in guisa che essi coincidano 
rispettivamente con i piani seguenti: 

a'x, + {i'x, + Y'x^ = o, 
dove sia 

«<^, + P«, = Oì «'«, + fi'öj = 0. 
Ciò allo scopo di eliminare i termini in >^(a', !'[>.* che compaiono nelle prime 
due coordinate x, , x, . Aggiungendo poi un evidente cambiamento dell'elemento unità, 
la rappresentazione si semplifica così: 

X, = aX'|x + iVft' -f- cXp.' -f 1**, 
X, = X* -f- (i5i'(x 4- a'|x' +/XftS 
x,^X>^ 
x^ = XV\ 
Le intersezioni di un piano generico w^ = o con Q sono date da : 

Se si esige che w^ = o sia un piano tritangente, sarà il primo membro dell'equa- 
zione precedente un quadrato perfetto della forma: 

[ntV + nVp. +/))^(i.^ + qiL^Y = o. 

Si perviene cosi alle seguenti condizioni: 

^ = P(w' + 2fnp), u^b-{- u^e = ?.2(np + mq), 
'S = ?(J>" + 2wy), W.C + uj=f,2pq, u^ = fq% 
dove p è un fattore di proporzionalità. 
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Con un facile calcolo si giunge necessariamente alla seguente equazione i in — i 

m*. dj — m^ q.2t -\- tn' q' (^^ -\- af -\- ed) — mq\2b -\- q*.ac = o 

che deve essere identicamente soddisfatta qualora si esiga che i piani tritangenti sieno 
in numero infinito. Si è così condotti ai due casi seguenti: 

, x, = X*— J-Xf*5, 
i) { « 

x^ = xV'; 

2) J ' e ^' 

Ma quest'ultimo si esclude perchè la cyrva esiste sul cono quadrico: 

— i6x; — c^x;+ i2c^A-^x^ + c^XjX,+ i6a-^x, + 4C*x,x, =0. 
Quanto alla prima, basta cambiare il parametro cosi: 

I* V « / t*. 

e poi attuare la seguente trasformazione di coordinate 

'. = (xr- 

per ottenere la curva: 



che è la sestica del penta »ana è 

dunque dimostrato. G 

L'unica sestica iel 
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pentaedro, all'infuori del caso ovvio della intersezione di un cono quadrico con una super- 
ficie cubica. 

7. Chiudo queste poche linee con le osservazioni s^uenti. 

Dopo la stampa del mio recente lavoro sul pentaedro, il prof. Segre mi ha fatto 
notare che la sestica in parola trovasi già accennata in Klein [Forlesungen über das 
Ikosaeder und die Auflösung der Gleichungen vom fünften Grade (Lipsia, 1884), pag. 167)]- 
U prof. Berzolari, a sua volta, mi scrive che se non proprio la Q, la sviluppabile 5 
trovasi in Geiser [Die konjugierten Kernflächen des Pentaeders (Vierteljahrsschrift der 
Naturforschenden Gesellschaft in Zürich, 1905]. Infatti in questa Nota, in fine della 
pag. 10, l'Autore osserva che mentre un punto P percorre una generatrice della qua- 
drica invariante, il vertice del cono polare quadrico di P, rispetto al pentaedro, descrive 
una conica. Mentre poi la generatrice descrive la serie rigata cui appartiene (sulla qua- 
drica invariante), il piano della conica suddetta descrive una sviluppabile razionale di 6* 
classe. Cosi alle due serie rigate della quadrica suddetta corrispondono due tali svilup- 
pabili. Ora siccome ho dimostrato che il G^^ possiede due sole sviluppabili razionali 
invarianti, irriduttibili, di 6* classe, che sono precisamente le sviluppabili tritangend 
delle due Q pentaedriche (pag. 20 delia mia memoria) cosi ne segue la identità di 
queste ultime sviluppabili con quelle di Geiser. 

Ma né Tuno, né l'altro dei due autori approfondisce lo studio sull'argomento : ad es. 
ninno dei due considera gli infiniti piani tritangenti, o gli elementi duali. È però indi- 
scutibile che, ove ne valesse la pena, io non ho più alcun diritto a priorità di sorta 
circa alla esistenza di questa sestica Appunto per questo mi sarà dunque tanto più lecito 
mettere in evidenza il panicolare interesse che ha tale curva di cui mi propongo in 
una prossima pubblicazione esporre altre notevoli proprietà. 

Quinto al mare, 15 luglio 1906. 

Edgardo Ciani. 
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SUL PRINCIPIO DI DIRICHLET *). 

Memoria di Beppo Levi (Torino). 



Adunanza del 24 giugno 1906. 



È merito recente del signor Hilbert **) di aver richiamata l'attenzione dei mate- 
tici sui procedimento induttivo che, sull'esempio del Riemann, si usa ricordare col nome 
di principio di Dirichlet ; principio pel quale, dall' esistenza di un limite inferiore dei 
valori di un integrale contenente una funzione indeterminata, soggetta solo a date con- 
dizioni al contorno del campo di integrazione, dovrebbe concludersi l'esistenza di una 
funzione limite la quale soddisfaccia alle nominate condizioni e che, sostituita alla fun- 
zione indeterminata, faccia assumere all'integrale considerato precisamente il valore di 
quel limite inferiore. 

L'insufficienza del principio fu rilevata con particolare evidenza dal Weierstrass ***), 
e dopo d'allora gli sforzi dei matematici rimpetto ai problemi che esso era destinato a 
risolvere si rivolsero a costruire le funzioni richieste come soluzioni di equazioni, in cui, 
sotto convenienti ipotesi di continuità e di derivabilità, si traducevano le condizioni di 
minimo. Eppure il principio non solo conserva una particolare forza suggestiva, ma un 
larghissimo valore di capacità deduttiva non si potrà disconoscergli per le dimostrazioni 
d'esistenza, ove appena si rifletta che in esso si assume come fondamento l'intuizione a 
priori dell'aggregato di tutte le funzioni, mentre ogni procedimento costruttivo poggia 
di necessità sulla base più ristretta formata dall'intuizione dell'aggregato dei numeri. 

Come si possa concludere in forma rigorosa sulla base di questi concetti hanno 
mostrato il signor Hilbert e la sua scuola colla trattazione di alcuni problemi partico- 



*) Mio fratello Eugenio, in un esame critico del Festschrift del signor Hilbert, Übir das Diri« 
CHLET'sche Prinzip, che sarà tosto citato, era giunto a proposizioni di cui quelk' 'mo 

che ulteriori sviluppi agli scopi precisi del presente lavoro. Furono quelle ] 
in me i pensieri che nel presente lavoro si troveranno sviluppati 

**) Jahresbericht der Deutschen Mathematiker- Vereinigung ** 

***) Ober d, sogenannte Dirichlet' jcä« Pritu^, Werke, " 
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lari: il problema delle geodetiche *) ed un caso particolare del cosìdetto problema di 
DiRiCHLET **). Ma le difficoltà del procedimento sono ancora tutt'altro che comuni : basa 
osservare che le condizioni particolarissime in cui THilbert tratta il problema di Di- 
RiCHLET appaiono elemento integrante delle sue deduzioni e pare lascino ben poca spe- 
ranza che con ragionamenti analoghi possa trattarsi, senza profonde modificazioni, il 
problema generale. 

Con ragionamenti che si dilungano completamente da quelli or ricordati dell'Ha- 
BERT e dei suoi discepoli — e, oso sperare, anche di maggior portau come metodo 
generale — io tratto qui per l'appunto, secondo il nominato concetto, il problema di 
DiRiCHLET nella sua forma più generale: 

Assegnata sul piano (x, y) una curva semplice e, ed assonata su di essa una fun- 
Xione continua dell'arco, mostrare Vesistm:(ß di una funzione w, la quale — fra quellt 
definite in ogni punto del campo V interno a e, continue in V e sul contorno, e derivabiti 
in r e che su e coincidono colla funzione assegnata — renda minimo l'integrale 

<■> '«=//"-^-//[(ll)" +(!?)>->• 

r r 

Ragioni di semplicità inducono qui ad assoggettare la curva e ad una condizione 
analoga alla convessità — ma assai più larga — che sarà precisata in s^;uito. Sulla ri- 
mozione di tal restrizione e su altre applicazioni del metodo a questo medesimo pro- 
blema e ad altri affini mi riservo di ritornare in seguito. Mi sia però concesso di rile- 
vare che l'essenza del Livoro non può ridursi a una quistion di metodo : risultati essen- 
zialmente nuo\i \\ sono ottenuti, sia riguardo al carattere generale della curva e — cui 
non si suppone l'esistenza della tangente — , sia riguardo all'amplissimo campo funzionale 
considerato — perchè alle funzioni // per cui si considera l'integrale non si impongono 
altre condizioni che l'esistenza delle derivate necessarie per la formazione dell'integrale 
medesimo, e cionondimeno si ottiene l'analiticiti della funzione minimizzante — , sia per 
qualche risultato particolare, fra cui mi piace ricordare la dimostrazione della formob 
di Grki:\ come conseguenza della proprietà di minimo e senza supporre, come d'ordi- 
nario avviene, l'esistenza delle derivate seconde. 

•; Noble, Eine neue Methode in der Fariationsrechnun^ (Tnaug.-Diss., Gottingen 1901). V. pure Bolza, 
Lectures on the dilcuìus of Variations (Chicago, 1904), p. 25 ^ e scg. Per un integrale doppio analogo al- 
riiìte^ralc di Dirichlet di cui si parlerà tosto, il sig. Hbdrick nella sua tesi Über den analytischen Cha- 
nu'ter der Lòsuth^en v. Differentialgleichungen (Gòttingen 1901), cap. V, espone considerazioni analoghe a 
quelle dell'HiLBERT nella Nota sopracitata, che vorrebbero esseme il completamento, ma sono lungi non 
solo dal rigore necessario ma, oserei dire, da ogni indizio della via per cui tal rigore potrebbe intro- 
ihirsi. 

••) IIii.HKRT, Über das DiRicuLETVr/;^ Prinzip [Festschrift zur Feier des 150-jàhrigen Bestehens 
ili-r Konij',1. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gòttingen 1901; Math. Ann., LIX (1904), pp. 161-186). 
\'i si tratta il problema di Dirichlet per una superficie di Riemann, ove alla funzione incognita si 
imjioiil'.a la sola condizione di subire il salto i lungo una linea chiusa che non spezzi la superficie, 
mentre del resto la si suppone continua e derivabile sopra l'intera superfìcie. 
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Necessiti di cose, non ingiustificato amore di generalità, mi ha indotto ad adottare 
per l'integrale la nozione recentemente proposta e sviluppata dal sig. Lebesgue *) an- 
ziché quella comune del Riemann ; e se il lettore vorrà concedermi tal necessità, ne 
risulterà forse un esempio dell'utilità che i nuovi concetti, apparentemente talora troppo 
complessi e ricercati, possono avere in ricerche comuni. 

§ I. 
Concetti direttivi del procedimento. 

Le considerazioni di questo primo paragrafo non hanno in generale alcun carat- 
tere di rigore ; esse sono piuttosto intuizioni, atte, spero, a guidare il lettore nella con- 
cezione e nella giustificazione del metodo seguito. Particolarmente le considerazioni del 
n° I non hanno altro scopo preciso che di facilitare una concezione geometrica: esse 
non troveranno però applicazione nei successivi sviluppi analitici. 

I. Nel piano numerico {x, y) sia data una curva e semplice chiusa (giacente in- 
teramente al finito); sopra di essa sia distesa una funzione continua limitata w(j) del 
suo arco s ; ponendo ;( = ^(i) = tt(xy), il sistema della curva e e della funzione w(j) 
risulterà rappresentato da una curva e dello spazio (^xy^)- Per tutte le superficie 
:( = uÇxy) definite pei valori di (xy) interni al campo V limitato da e, ed aventi per 
contorno la curva e, s'immagini costruito l'integrale 

(I) I(u) = JJ^u{xy)dxdy 

e si chiami d il limite inferiore dei valori di questo / / : sarà chiaramente d^o. 

Si immagini poi dall'aggregato delle funzioni :( = w(a:j) estratta una semplice infinità 

(fl) tt,, tt,, 1*3, ... 

tale che 

/(«...)< ^(O, lim /(«,) = 4. 

Alcune ipotesi possono tosto farsi circa \t u: 

Si osservi anzitutto che per la funzione x^=:ax-\-by'\-c è^-^ -}- ^-r = -^'^ = 05 

onde, per una nota proprietà delle funzioni armoniche, 1 / / ^X^dxdy^ calcolato per 
questa funzione ;(, è minimo qualunque sia il campo d'integrazione. Se quindi un 
piano '^=za,\'{'hy-{-c taglia una superficie :^ = ^X^y) secondo una linea chiusa, e 



*) Vedi : Lebesgue, InU^rale, Longueur, Aire. Thèse. [Annali di Matematica, serie 
pp. 231-359] e Leçons sur VinUgraHon, etc. (Paris, Gauthier- Villars, 1904) od and* 
les fonctions de variables réelles, etc. (Paris, Gauthier- Villars, 1905). Fer gli 
colarmente la memoria degli Annali. 
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se si chiama :( = u.Ç\y) la superficie che si ottiene sostituendo alia parte di X, = u. 
interna a questa linea l'area piana limitata dalla medesima, sarà evidentemente 

' 7(0^ /(«.)•_ 

Si può quindi, nella serie delle u, sostituire la u. alla // . , eventualmente attribuen- 
dole un indice più avanzato. Per tal modo si può supporre che nessuna superficie z, = u. 
sia tagliata da un piano secondo una linea chiusa. In particolare, considerando i piani 
:( = cost., si può supporre che tsst superficie non abbiano entro F alcun punto di mas- 
simo o di minimo, ed in particolare possono supporsi tutte contenute nello strato fra i 
piani i^ = cost., tangenti a e nei punti di ordinata massima e minima *). 

Si supponga ancora che le due superficie :( = w^ , ;ç = w^ (Â: > /?) si attraversino 
in un punto A\ per ragioni di continuità osst si taglieranno secondo una linea / pas- 
sante per A^ chiusa ovvero facente capo a due punti Af, N di e: in ogni caso spez- 
zante ciascuna delle due superficie in due parti. Chiameremo rispettivamente F' e F" 
le due pani corrispondenti di F; w]., mJ,', m^, u^ le parti delle due superficie, attri- 
buendo lo stesso apice alle parti i cui punti hanno lo stesso (^xy). Si verificherà almeno 
una delle disuguaglianze 

f f ^u\dxdy> f f ^u\dxdy, f Clu'^dxdy^ f f^u'^dxdy. 

Si supponga verificata la prima, e si formi la funzione m,, uguale a u^ in F' e a 
wj^' in F" : sarà /(wj > ^(w/,) > ^('^) ^ nella serie (a) si potrà sostituire la w^ alla 
w^ (sempre, eventualmente, attribuendole un indice > /?, ma certo <[ )t) e le due su- 
perficie :( = u, , :^ = Wfc non si attraverseranno più lungo la linea /, né si attraver- 
seranno lungo linee nuove che non appartenessero all'intersezione di u^ e di w^. Ora, 
finche si ammettono intersezioni di due superficie della serie (rt), questo ragionamento 
si può ripetere ; si può quindi completare una intui:^ione della serie di superficie :i^ = u^ 
ammettendo che esse non si attraversino mai. 

Si consideri ancora l'aggregato delle intersezioni delle superficie u. con una retta 
X = cost., )■ = cost, fissata arbitrariamente per un punto interno a F, e sia K uno dei 
suoi punti limiti : da questo aggregato si estragga una successione di punti avente K 
per limite e scguentisi in un ordine determinato, e tali che ciascuno appartenga sempre 
ad una superficie u. di indice più elevato dei precedenti ; si chiami 

(è) w,, w^, fT^, ... 

la successione delle funzioni u. che determinano le superficie passanti per questi punti. 
Sopra ogni retta .v = cost., y = cost, per un punto interno a F, questa successione di 
superficie determina una successione di punti, seguentisi tutti nello stesso senso — per 

*) fi appena da osservare che, se l'illazione precedente presta il fianco a qualche dubbio per la 
necessità di ripetere infinite volte la sostituzione di una faccia piana a una regione della superficie e 
di respingere eventu;dmente la superficie ottenuta ad un posto più avanzato della serie (0), compleu- 
niente rigorosa è Tultima osservazione per la quale basta considerare due piani perfettamente definitL 
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es., per fissare le idee, nel senso delle :( crescenti — e non sorpassante mai il punto 
d'intersezione della retta col piano :( = max. ^(5); ciascuna di queste serie di punti 
avrà dunque un punto limite unico e ben determinato e la serie delle superficie rappre- 
sentanti le fun^^ioni (b) tenderà ad un aggregato limite avente uno ed un solo punto su 
ciascuna retta x = cost., ^^^zcost., che incontri T. Tale aggregato sarà esso una super- 
ficie avente la linea e per contorno, ed avente derivate, per cui si possa considerare Tin- 
r 




(Fig. ly 

tegrale /(w)? La Fig. i, che si riferisce al caso di una successione di linee anziché di 
superficie, mostra in forma intuitiva che la conclusione sarebbe precipitata *). Genera- 
lizzando tale intuizione allo spazio si vede facilmente — e non sarebbe difficile il con- 
fortare l'intuizione con più precisi ragionamenti che qui sarebbero totalmente fuor di 
luogo — che **) l'aggregato limite, previamente chiuso, si potrà comporre d'una super- 
ficie (eventualmente composta di pezzi sconnessi) e di un certo aggregato di linee, di 
punti e di segmenti di cilindri a generatrici parallele all'asse delle [, Né ancora sulle 
diverse parti potrà affermarsi l'esistenza di tangenti e piani tangenti, né che la superficie 
abbia per contorno la linea e. ***). 



•) Sulla figura si vede generarsi la linea r e i punti Ay B^ C, ... X, H, come limiti di ima serie 
di spezzate rappresentanti altrettante funzioni continue, che soddisÊmo precisamente alle condizioni 
della serie {b). Al più si potrà dubftare di dover escludere dall'aggregato limite i punti della linea r 
clic hanno la stessa ascissa dei punti ^, B, C, . . . , e il dubbio non $i potrà risolvere se non preci- 
sando in qual modo deve essere preso il limite, questione che qui sarebbe oitosa ed intempestiva. 

*•) se superficie si vuol chiamare un aggregato chiuso '^ "ìtta x = cost, 

y = cost, (attraversante il campo F) possegga uno e un • *• *mo 

e un sol punto abbia su quelle fira queste rette che p9* 
conceda, per brevità Tintuizione della linea piana). 

***) Sull'esempio in una sola variabile ntçipfrm 
punti che non appartengono alla linea r non «• 
della precedente), ma l'aggregato delle, km 
vazione si applica allo spazio. 

R0md. Ore. Mattm, ì'mkrmo, u XXU (i90l> — 
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Ma queste osservazioni, pur tenendo conto del loro valore di una semplice ap- 
prossimazione intuitiva, mostrano per l'appunto come V aggregato di quei punti limiti 
che non appartengono alla superficie abbia per proiezione sul piano (^xy') un aggirato 
non denso in nessuna pane di r *), e che le considerazioni seguenti danno speranza 
di eliminare. 

2. Si riprenda l'integrale /(w,): si potrà immaginare nel piano (xy) una linea if- 
interna a r e sufficientemente prossima a e, perchè, detto y, ü campo interno ad essa, 

I I \u.dxdy differisca di poco quanto si vuole da /(w,). Si supponga allora di far 

Ti 

subire al campo y, una piccola traslazione che lo porti nella nuova posizione yt ancon 
completamente interna a r, e la stessa traslazione di far subire alla parte corrì^n- 
dente della superficie w . ; si riattacchi poi il pezzo di superficie spostata alla linea 7me- 
diante un conveniente pezzo di superficie continua, e si chiami u\ la nuova superficie 
cosi Ottenuta. Poiché per la costruzione fatta, I 

f f \~à\dxdy = i jlû.dxdy, 

ri Î. 

/ / \u\dxdy differirà pochissimo dal valore di /(«.). Cosicché, se a ciascuna u- i 

fa corrispondere una d. in modo che col crescere di i vada indefinitamente assotti- 
gliandosi la corona limitata dalle curve e e d.^ si avrà, nella successione delle u\ una 
nuova serie di funzioni cui corrisponde una serie di valori dclFintegrale / tendente al 
minimo d, E se alle funzioni //. e alle loro derivate si suppongono convenienti pro- 
prietà di continuità — il che potrà farsi, al bisogno mediante una limitazione del campo 
funzionale cui si suppongono appartenere le funzioni u rispetto alle quali si cerca il 
minimo **) — con ugual diritto alla successione delle u. e a quella delle u. si potrà so- 
stituire quella formata da convenienti medie di funzioni omologhe delle due serie. Ma 
se avveniva che (per il variare sufficientemente rapido delle derivate in taluni punti) 
la superficie :( = «^ , in punti sufficientemente radi del campo P, si allontanasse note- 
volmente dalla superficie limite (onde il prodursi dei punti e linee limiti isolati sopra- 
nominati), la traslazione che avrà portato la :;^ = u. nella :^ = u. avrà trasportato questi 
punti in altri, corrispondenti ad altre coordinate {xy\ cui corrispondono invece sulla 



*) Suggerirebbe il desiderio di dire un aggregato di misura nulla o in qualsiasi modo trascun- 
bile : disgraziatamente un aggregato può essere non denso ed avere misura prossima quanto si vuole 
alla misura totale àoi canìpo ! [Cfr. : Hncyklopndie, Art. Mengenlehre (ScHOENFLiES), n*' 15 ; Osgood, 
^Jordan Curve of positive area [Transactions of the American Mathematical Society, IV (1905X ! 
pp. 107-1 1 2j. D'altronde è ben naturale che la presente veduta d'insieme non possa portare ad alcun 
risultato positivo, giacché quanto è detto qui si può dal più al meno ripetere per ogni problema «fi 
variazioni: e non sempre la soluzione esiste. Qui s'intende soK) mostrare il filo direttivo del metodo e 
le ragioni che ne tanno prevedere la riuscita probabile, quando le condizioni del problema lo permettaDO. 

**) Cfr. per es. il S 3, particolarmente il n° 5. 
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superficie :( = n. punti per cui tal singolarità più non si presenti; onde sulla superficie 
media che alle due si è voluto sostituire verrà ad attenuarsi, in questi punti eccezio- 
nali, la rapida divergenza. 

La speranza di giungere effettivamente ad una superficie limite appare notevol- 
mente accresciuta. 

Ragioni di simmetria consigliano poi di alterare alcun poco il procedimento di me- 
dia ora descritto ; qual nozione potrà invero guidare la scelta della traslazione cui si 
assoggetta la u. ? Non certo la conoscenza a priori della funzione, poiché è nel princi- 
pio fondamentale della ricerca che di essa non si conosca che il valore che fa assumere 
all'integrale /, e le condizioni generali di comportamento al contorno, di continuità, di 
derivabilità, ecc., — ogni altra conoscenza dovuta ad una descri^^ione della funzione non 
potendo provenire che da procedimenti costruttivi che qui si escludono. Si sostituirà 
quindi alla semplice media delle funzioni w. , u. una media di tutte quelle funzioni che 
dalla //. si ottengono applicandovi tutte le traslazioni di dilezione arbitraria e di am- 
piezza non supcriore ad una certa *). Si dovrà cioè integrare la funzione in una certa 
area, dividendo intanto per la misura dell'area medesima : una funzione che si otterrà 
da una funzione data // mediante un tal procedimento — che nel seguito verrà meglio 
precisato — si chiamerà fun^^ione mediatrice della u : e ripetendo, al bisogno, anche più 
volte questo procedimento di media, da una successione prefissata di funzioni u^^ u^y u y ... 
tale che lim/(w,.) = d, si riuscirà a ricavare una successione di funzioni che soddisfano 

pure a tal condizione, e convergono uniformemente ad una funzione limite (cfr. n° 39). 
Questa sarà allora continua e avrà la e per contorno; la dimostrazione dell*esistenza 
delle derivate e là determinazione del valore dell'integrale / per la funzione ottenuta ri- 
chiederà ancora qualche attenzione e ancora sovverrà perciò il procedimento di media. 
L in tegr anione si presenta in questo procedimento come un mexxp P^^ ridurre le increspa- 
ture della funzione primitiva. 

§2. 

L'integrale del Lebesgue. 

3. Come si disse nell'introduzione, necessità di cose ci porterà ad adottare la defi- 
nizione dell'integrale data dal Lebesgue; ne riassumerò perciò brevemente il concetto. 
Occorre anzitutto ricordare la nozione di misura di un aggregato. 

Sopra un segmento 5 di lunghezza s sia dato un aggregato E di punti : si consideri 
una infinità numerabile (necessariamente) di segmenti contenuti nel segmento S e con- 
tenenti, nel loro insieme« l'aggregato E ed aventi a comune al più gli estremi. La somma 
delle lo 'sura dell'ap^crecato di segmenti : essa sarà minore o al più 

• di r imponeva un limite alla gran- 
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Uguale ad 5. S'immaginino ora tutti i possibili aggr^ti di sementi di S ndk condiziooì 
enunciate rapporto ad E; esisterà un limite inferiore (che può essere nullo) delle loro 
misure; questo limite si dird la misura esterna di E. Si consideri poi Taggr^ato C(£] 
dei punti di 5 che non appartengono ad £; la differenza fra J e la misura estenuai 
C{E) si chiama la misura interna di E, La misura intema non è mai ouiggiore ddb 
misura esterna; se le due nìisurc sono eguali, Taggregato £si dice misurabiU, e il valor 
comune delle due misure si dice la misura di E. 

La definizione si estende immediatamente ad aggregati superficiali; Taggr^ato £ 
sia contenuto in un campo V di area 7. : si consideri un'infinità numerabile di aree coo- 
tenute in f, contenenti E e non aventi parti comuni; la somma delle loro grandcxzc 
sarà la misura del loro aggregato, ed il limite inferiore delle misure di tutti gli zgpt 
gati analoghi sarà la misura esterna di E. Considerando poi l'aggregato C(£) dei pumi 
di r che non appartengono ad E si potrà definire come sopra la misura interna di f ; 
se le due misure saranno uguali, E sarà misurabile e avrà per misura il valore comune 
delle due misure. È appena da osservare che alle aree in cui si racchiude E per deter- 
minare la misura si può, senza restringere la definizione, imporre una forma determi- 
nata, per es. cerchi o quadrati, il che può talora semplificare la ricerca. 

Ciò posto, in un campo f, lineare o superficiale, sia definiu una funzione /(/>) 
del punto mobile />, finita, ma non necessariamente limitata. Si dice che la funzione 
è misurabile quando, comunque si assegnino i due numeri a e b (a <:^ by, Taggrq^ato 
dei punti per cui a </(/>) < /» è misurabile; è allora misurabile Taggr^ato dei punii 
per cui a=f(j>) *). 

Se la funzione /(/)) è misurabile, si supponga scomposto Tintervallo di variabilità 
di /(/>) in un aggregato finito od infinito di intervalli di ampiezza ^ « ; si chiami 
/. ... /.^, uno qualunque di questi intervalli (/, </,,,; gh indici i possauo anche di- 
venir ubativi) e si chiami m. la misura dell'aggregato dei punti per cui ',^/(/>)<;i.., 
e M. la misura dell'aggregato dei punti per cui /, </(/>)^/,vi- Si considerino fc 
somme 

esse sono convergenti assolutamente tosto che una di esse è convergente, e qualunque 
siano £, e' e sempre (7^ ^ 1^, e il limite superiore delle c^ e uguale al limite inferiore 
delle 1^,; la funzione /(j)) si dice allora integrabile in T. Se con dy si indica il diffe- 
renziale del campo P, il valor comune dei due limiti si dice V j f(j>)dy. 

Quando la funzione /(/>) potesse avere punti d'oo la definizione dell'integrale di- 
viene sommamente arbitraria, come pure arbitraria è l'estensione a tal caso della defi- 
nizione di IliiìMANN **). Tale arbitrarietà si riduce quasi totalmente quando l'aggregato dd 

*) Cfr. Lebesgue, Leçons sur V integration, p. 1 1 1 . 

**) Cfr. ScHOENFLiES, Dit Entwickelung der Uhtc von den PunktmatmigfaUigkêiUm iiâhwmd 
der Deutschen Mathematiker- Vereinigung, VIII, 2 (1900)], pag. 174 e seg. 
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Con un fadie cakolo à giunge Deoessarian>enie alia seguente equazione ( in ?*_ \ 

m\Jj — m' q, 2e -^ m' q\4 ^ aj -^ id) ^ mq\2h -j- q\ac z:^ o 

che deve essere identicamente soddisiatta qualora sì esiga che i piani trìrangenti sìcìì > 
in numero infinito. Si e cosi condotti ai due casi s^uenti: 







a 

Ma quest'ulrimo si esclude perchè la cyn-a esiste sul cono quadrico: 

- léx] - c*x\ + iic'x^x^ + c*x^x, + iéA;,x, + 4c'x,x. =o. 
Quanto alla prima, basta cambiare il parametro cosi: 

f* V « / f*. 

e poi attuare la seguente trasformazione di coordinate 

per ottenere la curva: 

che è la sestica del pentaedro (cfr. la mia meìnoria gii citata: pag. i6). Il teorema è 
dunque dimostrato. Cioè : 

L'unica sestica gobba irriduttibile dotata di infiniti piani tritangenti l la fftìku aiì 
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aggr^to di misura nulla, la funzione uÇxy) ha — TÊppono alla x — 
riore (o inferiore, a destra o a sinistra) generalmente finita (] 
Uta) *); ed analoghe condizioni st verifichino sulle rette jr ^ oott^ per la 
porto aUa y. 

Non sarà fuor di luogo il notare — perchè dovrà essere in 
che, pur soddisfacendo a queste condizioni, alia funzione uÇxy^ potePtUbe^ tkmmi 
alcuni punti del campo, mancare la derivata secondo un'altra qualaasi Hìrr»*!?'^ \ % 
pure esistendo^ non esser legata alle derivate rapporto 2 x e z y dalla 
damentale **): 



*; Ctr.: Lbbbsgue, Lefons, p. 12); Levi, Ricerche smìU fm^otu iêrivmU [Rendkonti 
dcmia dei lincei, s. V, voL XV (i*' sem. 1906), pp. AiyAi%\ 674-684]^ PP* 457-4|8 (n* 4); f 
(n"* 4); Lbusgue, Sur les fonctions dhrwies; e Levi, Ancora akum ossêrvm^ûmi smik fim^fom àm 
[stessi Rendiconti, s. V, voL XV (2'' sem. 1906)]. In questi luoghi si troverà mostnto dw^ nde« 
dixioni enunciate nel testo, ed in oltre assai più generali, — per es. se ai ammette che, sopnopìtf 
y = cost, (escluso un aggregato di misura nulla) la derivata considerata pana anche <j 
in un aggregato riducibile di punti — la funzione u(xy) ha sulle rette y = cost. — che 
gono a quell'aggregato di misura nulla — derivau determinau rapporto alla x^ in ogni puma, firn» 
cezione al più per i punti di un aggregato di misura nulla, purché ai sâppÎÂ che la funaone denia 
(superiore o inferiore, a destra o a sinistra) considerau è integrabile. Ora tale uhcriote ^'^~K"S«> è 
soddisfatta senz'altro, nel caso presente, a causa delle ipotesi proprie del problema. In ven> daOlpflV 

che esista e sia finito / j \udxdy segue che esiste pure / / i-^idxdy (c&. U Ijh^h ^ ddflPiS 

e quindi / i-^l dx [cfr. la seconda nou a pie di pagina del oP 22, e)} e poiché -^ è nùsustt 

/òu 
y-àx per ogni y, fatu astrazione per gli y di onagg^ 

gato di misura nulla. 

Segue allora che quest'integrale è uguale all'incremento deUa fiinzioiie, vale a dire ch*é pur sod- 
disfatta la condizione (3) di cui si parlerà tosto. 

Che poi dalle cose dette e dal verificarsi delle condizioni analoghe collo scambio della x e «kb 
y risulti che anche ha misura supcrficiàU nulla l'aggregato dei punti in cui può mancare la derivata ddb 
u (jc v) rapporto alla x o rapporto aUa y^ discende immediatamente da proposizioni note (Cfr. ^irintì—, 
«Thèse» già citata, n° 37). 

Si rilevi ad ogni modo che, agli scopi del presente lavoro, l'assegnare condizioni sufficienti pod^ 
la u {xy) soddisfi alle condizioni generali enunciate nel testo, é argomento di secondaria tmpoitaim. I 
richiami qui fatti non hanno altro scopo che di illuminare la natura assai poco restrittiva delle lì-At. 
zioni imposte. 

**) È noto che questa relazione può solo dimostrarsi nell'ipotesi deUa continuiti delle derifate. 
Esempi di funzioni per cui essa non ò soddisfatta sono facili a formarsi. Non soddisfa ad esta neIl*oriflÌDe 
la funzione u =z Vx^ -^ y^ - ^^ considerino tutti i punti razionali di un campo F, «■»■u to tutto al feàt«L 
ordinati in una serie semplice, e si chiamino, nell'ordine scelto, {x^y^ (j^zJÙ* ••• • sìa ^"^c unasak 
convergente a termini positivi : la funzione m = V ^i^\x — Jf,)' + (y — J^^)* 000 sodltfifii alla fi 
(2) in tutti i punti razionali, pur essendo continua e derivabile in tutto il can^ F; nea 
presenterebbe ancora il considerare le a variabili. 
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j. I.e condizioni descritte fin qui sono nella natura medesima del problema trattato. 
2; Una dobbiamo aggiungerne di natura meno direttamente contingente al problema, ma 
y relativa piuttosto al concetto in cui ne abbiam dovuto precisare la soluzione, ed al me- 
todo adottato [e la cui importanza sarà tosto discussa (n' 5-8)]: e si è che sopra ogni 
^ retta y = cost., escluse al più quelle di un aggregato di misura nulla^ valga la rela^^ione 

^- (ed analogamente sulle rette x = cost, per l'integrazione rapporto ad y). Condizione 
sufficiente (non necessaria) perciò è *) che sopra ciascuna retta y = cost., escluse al più 

quelle di un aggregato di misura nulla, l'aggregato dei punti in cui 3— = 00 sia ridu- 

Su 
cibile^ e l'analoga condizione si verifichi pei punti in cui ^r— = 00 sopra le rette x = cost. 

oy 
^ Chiameremo \u\ l'aggregato di tutte le funT^ioni che soddisfano alle condi:(ioni de- 

scritte, e, naturalmente, assumono sopra il contorno e di T i valori della fun:^ione asse- 
gnata ^(5). 
, 5. È facile prevedere perchè l'ultima condizione relativa ai punti in cui possono 

- essere infiniti i valori delle derivate ^r— , ^r— sia essenziale pel metodo adottato, se si 

ox oy 
, ritorna un istante sulle linee generali del § i (n° 2); poiché, si disse, se i punti in cui le 

derivate di u subiscono un rapido incremento sono sufficientemente radi nel campo f, si 
può sperare, col procedimento di media descritto, di ridurne Tinfluenza sul modo di 
convergenza delle u. ad un limite, senza notevolmente alterare il valore dell'integrale /. 
Ma come, coU'accrcscersi della misura dell'aggregato dei punti di F cui corrispondono 
tali punti singolari, si accresce anche l'influenza di essi sul comportamento delle deri- 
vate della funzione dedotta col procedimento di media, e diminuisce quindi la speranza 
dell'efficacia del metodo, — ugual effetto potrà produrre, anche col decrescere illimitato 
della misura di quell'aggregato, il divenire infinite quelle derivate. 

Però la restrizione nominata non e senza efficacia nemmeno sulla risoluzione della 
questione proposta, perchè mostreremo ora che, suppostala non verificata, esistono fun- 
:(ioni che, soddisfacendo alle condizioni al contorno, rendono l'integrale I piccolo a pia- 
cere; ed infinite ne esistono per cui esso è identicamente nullo; [mentre fra le fun:^ioni li- 
miti di quelle che rendono I piccolo a piacere ne esistono di quelle che cessano di soddi- 
sfare alle condÌ7^oni prescritte al contorno^ **). 

6. L'Harnack ***) ha definito una funzione non soddisfacente alla condizione (3) 
(ove y si pensi costante, e quindi u funzione della sola variabile a) nel modo seguente : 

Si consideri, per semplicità, l'intervallo di variabilità della x : o . . . i ; lo si divida 



•) Vedi la 3* noto del « 

**) A questo iu in fine alla Memoria. 

•**) DU 1 kmr rtéUen VariabeUn mit ihren 

Ahkihu^êt^ I 
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12 ff ^^— I 

in n intervalli uguali mediante gli w — i punti -, — » . . . , j esulpiano( 

un H 

si considerino i punti d'incontro delle ordinate jKr questi punti colla retta (o, o) (i. 

sia in generale A^^i- ''*")• ^^ considerino poi i punti B.^i ,— 

e la spezzata A^B^A^B^A^ ... B^A^i si chiami ;( = ì^(a:) la funzione che essa 

presenta. 

Si ripeta quindi la stess;i costruzione sopra ciascuno d^li intervalli • • . 

2 n 
e dei segmenti B-A^ sostituiti airinter\allo o . . . i e al segmento A^A^. Si ottcrri 

nuova spezzata A^^\^A\^B\^A\^ ... A^B\^A\^ ... ^, ... ^., 

rappresentante una funzione :i = ^,(jc). Si ripeu ancora la costruzione analc^a per 

scuno degli intervalli --I li — i -f- ~ ) • * • — ( 2 i — i + — | e dei segir 

corrispondenti dell'ultima spezzata ottenuta, e cosi si prosegua indefinitamente ; si oa 
una serie di funzioni J^^Cx), i^^')» V W^ ••• convergente uniformemente ad una 
zione limite che chiameremo y (a ; w). Questa funzione sarà continua e passeri 
punti A. sulla retta A^A„. Di più ogni altro suo punto dista dal punto della i 

A^^A^ che ha la stessa ascissa per meno di — . La funzione ^(x; n) ammetter; 

ogni punto una derivata detcrminata cosi a destra che a sinistra, e precisamente : nei p 
A{A^, A]:, . . .) (.icrivata nulla a destra, infinita a sinistra, nei punti di condensai 
di punti B(^B., B',, . . .) aventi una medesima ascissa derivata nulla a sinistra, inf 
a destra, in tutti gli altri punti di condensazione dei punti B non pero in questi [ 
medesimi) derivate infinite d'ambe le parti, in ogni altro punto deirintervallo der 
nulle d'ambe le parti. 

7. Ciò posto si supponga, per semplicità, che il campo F sia il rettangolo di w 

(i.o), (-1.0), (i.i), (—1.1). 
I valori assegnati al contorn(ì siano 

o sopra i lati (i.o)(i.i). (i.i)( — i.i), ( — i.i)( — i.o) 
I — |a| sul lato ( — i.o) (i.o). 
Si fissi arbitrariamente un v, , tale che o < v, <C i e due interi w, n (ugu 
diversi) e si consideri la funzione /(a y) definita come segue: 

f(oy) = ò(i ->'; m) 

)\>^y) =fipy)H^ — W; n) per y\Z,y Z,i 

Questa funzione assume al contorno del rettangolo i valori assegnati, è ff»^ 
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jin tutto il campo, e derivabile rispetto ad x ed y in tutto il campo fatta eccezione per 
_un aggregato di punti di misura nulla, e precisamente si ha: 

iidfÇoy) _ d'^(i —y; m) 



dy d(j. — y) 

àfOil,) _ _ d-Jfji—lx] ; ri) jc_ 

■ dx ~ 'd(i -\x\) ' \x\-'^ y'-' 

I df(xy ) _ _ , s d^ji -\x\; n) jc_ 
dx ' ~ J^^^ d(i -\x\) \x\ 



dfjxy) d'irci -y; m) 



per y,^y^^ 

dx - >Koy,)-ilJ^°y'^ <i(i-|x|) J^ÌM. 

, dRxy) ^ Kxy,) - I + W d^i-yjtn) ( ^ °^^^>.- 

" dy f(py,) — I d{i— y) 

Sopra ogni retta x i= cost. -^ è nulla in tutti i punti meno che in un aggregato 
: di misura nulla; ha quindi misura superficiale nulla l'aggregato di tutti i punti di V in 
^cui ~-yéo. Parimenti ha misura nulla l'aggregato dei punti in cui ^ ^o e y.^y^i. 
" Si ha quindi : 



ff.fä.äy = ££{^^'ä.ä,. 



Ora, per o ^y ^y^, si ha 



t \dx 



^ , /(o;y)— I _ f(.oy)-f(.oy.) 
f(oy,) - 1 I -/(o;.) 

in ogni punto, salvo che nell'aggregato di misura nulla in cui S, * ' ^ :=<»; 

e poiché I 2^/(o}') ^ o e, per y <iy,, /(py") ^/(o^,), si ha ancora, fuori di tale 



aggregato, 



dx 



^ I ; onde: 

fflfdxdy < j^'^f dxdy = ly^. 



V 

Rendendo y^ abbastanza piccolo questo integrale diviene cosi piccolo a piacere. 

8 Basta alterare appena la definizione della funzione/ per ottenere una funzione 
che, ogni altra condizione rèst? <a precisamente nullo l'integrale /. 

Si consideri doè, in niccessione >, , J', , ... tale 

che y. > y,^^ , limjf, =r -^ , _ . taU 

che «. < »,^, (qui 

Rtmi. Cirt, Maimm, A 



)o6 Barro liti. 



f(py) = ^ii-y; m) 

fixy) =f(oy)Hi - W; ».) I« y. ^ 7 ^ I 

Kxy) = /(oyì)-/^^;'.) UioydHi - W; 0-/(ojr^.)+(i - W; «JJ 

+/(o7i*.)*(» - W; «»^.) per jr^ ^yZj. 
/(xo)=i — |x|. 

Le precedenti espressioni delle derivate resteraimo inahente per y,^y^^-Siìtf 
d^ " ~ ! /(oy.) - «o,,..) L' WJ d(,_|x|) /W,^.-' rf(i-W) 

d/_ d^ji-y; m)/Co^,)Ki -|x|; »t,)-Xo3>,^.>Ki- W; «^.:) 

^7~ äii-y) Koyd-Koy^d 

Su queste espressioni à possono ripetere k osservaaooi preoedenti, ooUa «h 

df 
ferenza che i soli valori di x per cui ^^ ^ o in un qualunque intervallo «. ...t 

o X 

sono quelli dei due aggregati di misura nulla in cui 

d^Ci-\x\;n,) _ <fKi-l«l;»».0 

d(i-|x|) -" </(! - W) — *• 

Che la funzione /(x)^) ora definita soddisfi alle condizioni al contomo n 
riesce evidente quando appena si ricordi, ritornando alle notazioni dd n^ 6, chei(i; 
passa per i punti A^A^ .. . A^ t col crescere di n converge uniformemente allat==^ 

S4. 
La curva cefi campo r. 

9. Supporremo che la curva e contorno di r sia convessa rispetto ai pundl* 
campo R interno a r, vale a dire che ogni raggio uscente da un punto di i{ 0(1' 
in un sol punto (se e fosse assolutamente convessa, R potrebbe estendersi a 
campo r). Potremo sempre, a piacer nostro, restringere R ad una pane srJraiMfi 
gregato dei punti rispetto a cui e è convessa; si potrà quindi sempre suppone—' 
si farà in seguito — che R sia un cerchio, tale che il suo contomo r 
punto comune con e, e che e sia convesso anche rispetto ai punti di r. ( 
il raggio di i? ed a la sua area : a = :; p\ Indicheremo inoltre con C 
e con p e con q la distanza minima e massima di da e (sari p ^ 

EHmostreremo tosto che r, senza possedere necessariamente tanp 
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però retrificabile e quindi quadrabile *). Ne indicheremo con L la lunghezza, con A 
massima corda. Infine indicheremo con A l'area di F. 

IO. Occorre pel seguito porre in evidenza alcune proprietà che conseguono alla 
irva e dalle ipotesi precedenti. 

Si ponga ancora 

P P 

9 zzz are sen -^ , J/ = 2 are cos -^ . 

? P 

Sia m un punto qualunque di e, mm' una tangente da m a r, m' il suo punto 
contatto (Fig. 2): m' appartenendo ad r, il raggio m'/w non taglia ulteriormente e, 




a il suo prolungamento la taglia una ed una sola volta in un punto n. Sarà 

m'mO^^^ tnOn N^ ^ 

la congiungente m con un punto di e interno all'angolo m On forma col raggio m'm 
ì angolo ^ m'mO **). 



*) Lebesgub, l 
^) Infetti Ü r 
raggio che df 
Dgamento di 
golo oppc 



e resta in seguito interamente estemo al campo : 
■»«^ dalla stessa parte di questo pro- 
quello dei raggi Om, rn'm. 



)08 IBPPOLByL 

Si fìssi ora un angolo x, ^^ ^^^ 

Z < ? « X ^ +• 

Dimostreremo che ogni arco di e interno ad un angolo di verHce O ed uguale a i 

i rettificabile ; ne seguirà che la curva e si può spezzare in un numero finito ( ^ j -— 1 "f M 

di archi rettificabili ed h quindi rettificabile essa stessa. 

Sia infatti ancora m un punto qualunque di e. Per m si conduca un raggio mD 
tale che DmO := t: — 9; il prolungamento mD' di mD ha almeno un punto appar- 
tenente ad R ; quindi m D non taglia ulteriormente la curva e e tutti i punti di e che 
stanno rispetto alla m dalla parte di m 1) sono interni all'angolo D m O- Si costruisci 
quindi, da quesu parte di m 0, l'angolo mOD =: j^; OD taglierà mD in D e e in 
un punto d fra e D. Siano ora e^ f due punti qualunque dell'arco md di e. E, F 
le intersezioni di Oc, Of con mD. Poiché ^ 0/ < X <^ +? ^ ^^^^ ^/ °^^ incontra r; 
perciò gli angoli OeJ\ Of e sono entrambi > 9, mentre quello degli angoli OEF, 
OF E che è acuto è < 9 (per essere OmD' = 9): tenendo presente che OE^ Oc 
OF^ Of si conclude che FE^ cf. Quindi la lunghezza di ogni poligonale inserita 
nell'arco w(i è < Af D ed è cosi Z.MD il limite superiore di queste poligonali. Onde 
la rettifìcabilità dell'arco *). 

11. Sia ancora e un punto qualunque dell'arco m J; si ha da quanto precede 

. , ^ senmO« 

lungh. arco me Z^ mt Z. Um — , — . , 
— — sen(9 — yj' 

d'altronde 

corda m e^ Ofn scnmOe; 

quindi 

arco me ^ 1 

corda me — sen (9 — ^) ' 

e questa relazione avrà luogo tosto che mOe ^y^ e quindi certo quando 

corda me ^p sen y. 

Si pucS dunque enunciare che per ogni arco di e la cui corda sia sufficientementf 
piccola (^ p sen i) il rapporto dell'arco alla corda t sempre minore di un numero fisso 

sen (9 — yj 

12. Non occorre insistere sull'osservazione già fatta (n° 9) che esistono curve e 
convesse rispetto a un campo interno e non aventi tangente in un aggr^ato denso (fi 
punti. Il principio della condensazione delle singolarità dà per es. un modo evidente 



*) Con considerazioni analoghe a quelle del n" 1 2 questo risultato avrebbe potuto £aank dìsceiideft 
dalle proposizioni del Lebesgue richiamate in tal u'\ o, più diret miniente, dalle proposiiioin dello 
ScREEFFER in Allgemeine Untersuchungen über Rectification der Curven [Acta Mathematica, V (itt^X 
pp. 49-82J, part. Teor. IV. Per la sua semplicità, e per ottenerne ancora la propoàriopfe dd wP tlé 

è creduto utile conservare questa dimostrazione. 
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di costruirne. GeometricaiTiente si può offrire una semplice costruzione d'una tal curva 
per es. come segue: 

In un cerchio di raggio a si iscriva un ottagono regolare e per successiva bisezione 
di archi si considerino ancora i poligoni iscritti di i6, 32, ... lati. Su ogni raggio, a 
partire dalia circonferenza si porti un segmento uguale alla somma dei segmenti (in 
numero finito o infinito) intercetti su di esso fra la circonferenza e i lati dei nominati 
poligoni. Il luogo degli estremi di quei segmenti è una curva e, convessa certo rispetto 

a tutti i punti di un cerchio concentrico e di raggio —=z e non ammettente tangente 

j/2 
nei punti che, rispetto al raggio che dal centro proietta un vertice dell'ottagono, hanno 

TZ 

anomalia della forma k—^{kt(ìn interi). 

Deve però notarsi che l'aggregato dei punti di e in cui non esiste la tangente ha 
misura lineare nulla (cfr. n° 3). Si conducano infatti le tangenti a r parallele ad una 
direzione arbitraria (a. Esse segheranno sopra e due archi appartenenti alla striscia com- 
presa fra di essi. Si chiamino (x e v un sistema di coordinate ad assi (^ = o, v = o 
rispettivamente parallelo e normale alla direzione (x : le rette \l = cost, appartenenti alla 
striscia nominata intersecano uno qualunque di questi archi in uno e in un sol punto: 
l'arco medesimo rappresenta quindi una funzione v =/((x); e tal funzione è continua 
e a numeri derivati limitati (< cot <p). Tal funzione ha quindi derivata per ogni (x tolti 
al più quelli di un aggregato di misura nulla *). È quanto dire che sull'arco conside- 
rato l'aggregato dei punti in cui può mancare la tangente corrisponde ad un aggregato 
di valori di (x di misura nulla. In conseguenza della proposizione del n*^ 11, il rappono 
fra la misura di questo aggregato di punti, fatta lungo la curva r, e la misura dell'ag- 
gr^ato dei (x corrispondenti è finito. L'aggregato di quei punti ha dunque misura nulla 
sull'arco considerato. Ora è chiaro che la curva e può spezzarsi in un numero finito 
di archi compresi ciascuno fra due tangenti a r parallele. Ne segue la proposizione 
enunciata. 

13. Se in particolare si considerano i punti comuni a e e a un'altra curva y, sarà 
naturalmente di misura nulla l'aggregato di questi punti, in cui e non ha tangente. Pos- 
siamo aggiungere che se tali punti sono in numero infinito, in essi, esclusi al piti quelli 
di un aggregato di misura nulla^ e e ^ hanno la stessa tangente. Supponiamo, per preci- 
sare la nozione della curva y? che questa abbia in ogni punto tangente unica e deter- 
minata (L'ipotesi non ha nuUa di essenziale, per es. potrebbe la y essere della natura 
medesima della e; però sarà quello il solo casa che si presenterà in seguito). I punti 
comuni a e e a Y si distingueranno in un aggregato numerabile N formato dagli estre- 
mi di segmenti di y che non contengono punti di e e in un aggregato P formato dai 
punti limiti di iV. P a sua volta si distinguerà in un aggregato di misura nulla iV' nei 
cui punti e non ha tangente ed in un aggregato residuo T. N ha misura nulla, quindi 
'•he N 4- N\ La tangente poi a e in un punto m qualunque di T è il limite delle 

pag. 437; Lebesgue, Leçons, L e, p. 123. 
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cor.i'i^.r V'^rr.: j.cstn pi-ntn con una successione di punti di e che s awicznino flunno- 
rr.tr.tc z: »>;. Fcr dctcm:inari; cjucbte rene si può quindi Sizeglicre una successioDtc 
.V. e i vcJc. in ul fornu, che quel limite sari pure la tangente a 7 in i 



>u 



r »t 



Se ri', i ìli !.i prop<Js:z:i>ne cnuncuta. 

14. Si a^n^iJcri inîir.c jxrr oizni punto comune a r e a y una retta che acca 
colia MnL'tritc a •; in cuci punto un ancolo >0, ove h si fissi ad arbìtrio purché >o: 
ciasc:.i:a .:i wjlìcsic rt::c porr.: incontrare i.Iicriormente e. Desto allora t un numerosi: 
'ATce^icr^i a pi.iccrc. "i e iviicrino quelic rciìc che contengono tali altri punti di : i 
stami meno di r dal piin:t) comune area •; per ci:i possano. Tendendo r a o, ques: 
ap^repato di re::c tenJe aü'aciirci^aio di quelle fra le rette considerate che passanopc 
un punto comune area *; in e .i r non ha tangente od ha per tangente la rea 
mcdesin^a (diversa ci-indi dalla ungente a •;); quindi ad un aggr^ato di misura neu 
Adutiiiue ViW/re^al' Jet punti crìmini a e e a 7 tali che, sopra un determinato sistrti 
di rette per ejsi, cidicuna delle quali formi con 7 angolo > 6, esistano punti di e disusa 
da ifueati punti men*^ di t ha mistira piccola a piacere , purcht si prenda t abbastanza piuù- 

S 5. 

Un'operazione ftuizionale: L'operazione di aiedia. 

15. Sia «(.vv) •) una funzione definita in F e sul contorno e, limitata. Sia |l 
il limite supcriore dei suoi valori assoluti. Sul contorno e si supponga inoltre che m(av, 
considerati come funzione dell'arco i, sia continua e derivabile e la derivata sia fei- 
tata ; sia ^i il limite supcriore di . . Supponiamo infine che «(jc^-) sia inte^abie 
in r. 

Chiameremo ///w:^/<7/t' mediatrice della «, relativa al numero h Co <C ^ <C ^** 

indicheremo generahnente con L\xy 0) — la funzione definita nel modo sciente: 

Se P{lr,) è un punto qualunque di ^ o r **), siano v^^^ e c^^j^ le figure omoteticht 
di r e e rispetto al centro d'omotetia P e al rapporto -y^à î Ï£t6 sarà totalmerK 
interno a \\ Si chiami w(A^ ir.O) la funzione che in v.^^ coincide colla 

«[.v + H-v-;), .v + 0(v-r.)] 

[vale a dire prende in ciascun punto il valore che /'(av) ha nel punto corrispondenK 
per roinotcti.i| e che, iielia rei^ione limitata fra i contorni e e f;^,,, prende, su oi^i rac'gio 



•; La tuiìzioiìc m(.vv) cIk- qui si considera non deve, necessariamente, essere assoggettata alk 
condizioni del 11*' .\. Conservianìo però Io stes.so simboN) funzionale perchè a quelle funzioni 
nel sei^uito massima applicazione le considerazioni di questo ;*. 

*•; C^fr. il n'' i^ e se^. e la tavola dei se.^ni in line della Memoria. Avverto che, salve 
contraria i segni conserveranni) costantemente il sigiìiiìcato che è precisato a volta a % 
ducono e che è d'altronde ricordato nella detta tavola. 
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3" 



per P, il valore di u nel punto in cui questo incontra e. Si ponga infine 
(4) Uixy\f))=^JJu(xy\UH)dUy>. 

R 

Sarà utile pel seguito trasformare alcun poco questa definizione: 
Si consideri (Fig. 3) il campo ^ (^>'|Ö) omotetico di F rispetto al centro (jc_y) e al rap- 
porto fì~ì ^ seconda della posizione di {xy), R potrà essere totalmente interno o 

totalmente esterno o parte interno e parte esterno a ^ (x_y 1 0) : Si chiami generalmente 
^(x^'IO) la parte di R esterna a (!J(xy|e), ^'(jcv|ö) la parte interna. Se ?(;>)) 











(f'k- 3)' 

Per rendere possibile la rappresentazione grafica si -son dovuti concretare in due 
archi gli aggregati dei punti comuni a ^ e a r(xy\^) i quali potrebbero ben essere in- 
vece aggregati non densi. L'arco comune sl e e a. r(xylô) a sinistra rappresenta così 
l'aggregato che ai n' 22 b) q 22 e) ò indicato con r^ , l'arco analogo a destra r, , i 
due archi che completano r(xy\i)i) costituiscono r, , l'uno intemo a F, l'altro esterno. 

appartiene a ISi'C^-^'lO), l'omotetico di (^xy) rispetto a Pc al rapporto —j_t appartiene 
r. -^ • \i 

u(xy\^r^6) = u[x + 0(a' - l), y + e(^ - r,)]. 

"y\j u(^xy },r,h) è definito (secondo quanto 
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sopra si disse) dai valori di u sul contorno; esso non può quindi porsi sotto foma 
più semplice; ma il punto [v -j- 0(.v — 0» J^ + '^0' — ^0] risulta esterno al campo 
F; se quindi si conviene di continuare la funi^ione u{xy) fuori di V con valori »nifi; 
si potrà porre 

[(Ir.) in ^(xy\M „(xy ;.,9) = „[.v + Hv-;), v + «0-'ì)] + «('>•!?'!*> 

Immaginando quindi Tintegrazione indicata nella (4) spezzata in due parti, i^una relariva 
a (;r) nel campo ^'(.vv!Ö), l'altra relativa a (;/,) in ^(a\)'|Ö), si ha 

Si chiami ancora iì(xv|0) il cerchio omotetico di R con centro d'omotetia (xy) e 
rappono — Ô, r(xy h) la sua circonferenza; quando (;r,) percorre R il punto 
[a- -f- ^(x — ;)> ^^ + 'K> — ^)] P<ìr»^orre Ä(.vv |0). lì primo integrale della somma può 
allora scriversi 

^ffuix'y')dx'df = ^JJu(:J..)d^d., 

dove a' c v' non sono che nuovi simboli sostituiti ad x e v come variabili d'inteçra- 
zione, e u., V rappresentano le variabili relative ad un qualunque sistema di coordinate 
ortogonali, purché m(|^v) rappresenti la trasformata di n(xy) nelle nuove variabili. 
Li precedente espressione si scrive quindi ancora 

(5) UÇxy\<0 = .l^J'J'u(iL.)di>.d.-\--'-.fJu(xy\U^)dldr,. 

Si chiami l'„ il campo comune a tutti i campi y^^^ quando P(;t,) percorre R\ 
esso non sarà illusorio tosto che è suilicicntemente piccolo e, tendendo a o, tende 
a coincidere con ì\ Il caso in cui (xy) appartenga a 1\, è perciò particolarmente im- 
portante; allora il campo ^(xy\^i) si annulla e si ha 



(5, r») U(xy\H) = ±^ J J n(jj..)dv.d. 



Rixym 



l6. Dalla formula (4) si ha 

\U{xy\hX^-'-~J f\u{xy\UndU;^^J fd\dr.=^, 

R* R 

vale a dire la fuuTJone mediatrice ì anch'essa limitata ed il limite superiore del suo mo- 
dulo e minore uf^uale al limite superiore di \u\. 

Inoltre, quando (xy) sta su f, f<(.vv';/. Ö) = //(.vy); quindi 

U(xy\^) = -^ u(xy) f f d^dr, = u(x' 

R 

vale a dire la ]un:^ìone mediatrice assume sul contorno i valori 



SUL PRINCIPIO DI dlRtCHLET. $ì$ 



Vogliamo aggiungere che la funzione mediatrice U(^xy\^) Ï continua in T e su e 
quand'anche non sia continua la funzione u. 

17. Per ragione di semplicità considereremo prima i valori di (^xy) interni a F^: 
esiste allora un intorno di {xy) di cui tutti i punti appartengono a P^; sia (jc-f-^, , )'~f"^a) 
un punto di un tale intorno. Le aree R(xy\^)y -R(jf + ^, 5 J' + ^a|ö) sono fra loro 
congruenti per traslazione secondo il vettore [j>f>']~''[^ "f" ^i (^ 4" ®)> J' "f" ^2(^ + ^)]- ^^ 
f^j e ?Ì^ sono sufficientemente piccoli, esse hanno quindi una parte comune, e ciascuna di 
esse contiene inoltre una parte non comune all'altra; chiameremo Z e Z' queste due ultime 
parti; esse sono congruenti e la loro superficie è evidentemente •< 26p yX^-|-Sj(i -j-0). 
Se quindi si pone V S| -}- ^^ = ^ sarà, per la (5, F^), 

ic7(x^io)-t7(x-i-s.,j-+Äje)i=j-|yy«(ftv)<f,*rfv-yr«(ptv)<fftd 

Z 

Segue che (6 restando fisso) [ U{xy \ 0) — f^(^ + S, ? )' "f" ^a I ^)l tende uniformemente 
a o con '^j e S^ . 

18. Un po' meno semplice è il calcolo quando i punti {xy\ (^ + ^, , 3' + ^^ 
non appartengono a 1'^. Ricorreremo allora alla formola generale (5) ed avremo 

i£7(A7iö)-t7(.v-i-s.,;y+xje)i^^-^|y*y*«(fLv)(fpLdv-yy«((*v)dpLdv 

+ -^\ffu(ixyrc.-,b)d^d,- ffuix + \y + h^[kT^H)dld'i^\. 

La prima differenza è quella stessa che è stata considerata nel n® prec. Si ottiene 

quindi 

w ^|//«((-v)d^tdv-yy*«(i.v)iip.dv|<Ai:|iia. 

Le aree |l(x}^|0) e ll(jc + S, , )r-f-Xje) sono segate in Ä da due linee û(xy\9)j 
c(a+^,j >' + '^J^) omotetiche di e rispetto ai centri (x)f), (j>f + ^,,^ + e al rap- 
porto ^ fra loro congruenti per una traslazione secondo U vettore 

(cfr. la Fig. 4) *); esse hanno quindi una parte comune che chiamcfti 
parte non comune; questa seconda si comporrà generalmente di a 
appartenenti l^una a ^ (x y 1 6) [e a (!^ (x + S^ , ;y + \ \ 6)], l'altra a ^' 

*) In questa figura le lettere e ckl testo sono rappresentate da letMe 

Rend. Cire. Matern. PaUrm», t. XXII (1906). — Sumpato U 14 settembre 1906. 
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[e a (Ç (x^' 1 6)], e b loro somma sarà minore di un rettangolo di altezza Ä —^ — c di 




>»'/ ' 



O.jyijU-4'^**^*^ *^ 




(^^S- 4)- 

Si ritrovano in questa figura pli aggregati r, e r. rappresentati dagli stc^si jich. 
che nella Fig. ^, comuni a e* e a tixy'j) rispettivamente a sinistra e a destra. Il con- 
fronto fra le due figure pone in evidenza il comportamento reciproco dei due aggregati 
rapporto alle due integrazioni considerate ai n' 22 b) e 22 e;). 

base la somma delle lunghezze dei segmenti di c(xy 0) interni ad i? e dei segmenti 
di r compresi fra le due curve r(A'v;0) e r(A-f-^,- }' + ^2^^)- Chiamando X la parte 
che appartiene a r(.vvlO), questa base sarà quindi <;X-f-2-p e il contributo d^li 
integrali estesi a UT, e ÜT^ nel valore di UÇxy 0) — (7(.v + S, , J' + ^ J *)i ^* 

^ a ^• 

Sia poi (; r,) un punto della parte ^ (.v v ' 0) ; // (.v v ' Ir.h) — // (.v + ^, • v + ^, . ; r. 6) 
è la differenza dei valori di 14(5) nelle prinezioni di (v v) e di (.v-f- ^^ , v -J- ^,) da (^t) 
sopra r. Tosto che e ì) sono abbastanza piccoli, la distanza di queste projezioni è 
< Â:â(i + ^Oî ^^^^^ ^ ^ ""^ costante che dipende solo dal campo V *); e, sempre 



*) Chiamati infatti A, fi, P i punti (.tv), (t-f-òj, } 
P su e, si h.:s.n. 4 PB <'^l. A' ff- ^^.,^^,^^^, —APs.nPffA' 



A'Ps..APB .rP AB Ma poiché / 
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rendendo S sufficientemente piccolo, si può quindi supporre sufficientemente piccola la 
distanza di questi punti perchè si possa applicare la proposizione del n*^ ii, e conclu- 
dere che la lunghezza dell'arco di e, compreso, fra di essi, sarà <;/?äX(i + Ö). Quindi, 

poiché ^ ^ 1, 



ds 

i«(x^l$T,e)-«(x+s.,y + XjCT,e)|<^ÄÄHi+ö); 

onde, l'area di jSi(x)' 1 6) essendo ^ a, 
^ffu(xyUb)dUyi - fj<^ + ^. > + ^J^^Ô)dÇ(in < a^hk^i + 6). 

Raccogliendo 

Sulle formule {V) e (e) si vede che entrambi gli addendi in cui si è scomposto 
\U(xy\h) — U(x + 55,, > + ^JÖ)| tendono a o con X; onde l'enunciata continuità 
di u{xy\hy 

ig. Occorre pel seguito che si fissi un limite superiore al valore di X. Osserviamo 
che la parte di c(xy\h^ contenuta in R ha corda ^ 2p; l'arco di e che le corrisponde 
nell'omotetia di centro (x^y) e rapporto — ha quindi una corda ^ 26p. 

Col diminuire di questa corda diminuisce quindi indefinitamente: onde, per 6 
sufficientemente piccolo, si potrà affermare (ricordando un'osservazione del n° 11) che 
tale arco di e ha lunghezza <[ 2 6 è p. La lunghezza \ è uguale a questa lunghezza 

moltiplicata per -g-; quindi 

X<2fep. 

Per 6 sufficientemente piccolo è dunque 

X -f- 2 7c p < 2 p (è -f- 7C). 
Dopo ciò, raccogliendo i risultati di {V) e (e), si ha 



A' P B^ P 

^(x^lô), — - < 1 + Ö; d'altra parte, a causa di questa stessa relazione e dell'analoga n^^i + ö 

il segmento AB k tutto esterno ad R tosto che 8 (lunghezza di AF) e 6 sono sufficientemente piccoli 

I basterà per es. che Ô e 8 siano ^ r~r~ ) > ^ 1° stesso avviene di conseguenza del segmento A'B^. 

A causa della convessità di e rispetto ad ogni punto di R (compreso il contomo) l'angolo A'Pf P ha 

Ah 
perciò un minimo '^^^ o. La precedente espressione di A* P> dà allora Ä Pf <i (i-j-ô), espres- 

itica a quella del testo, ove si ponga k = e si osservi che ^45 = 8. 
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Tosto che fi ^ 7 il moltiplicatore di S è minore di 

e in questo prodotto il primo fattore è una costante numerica dipendente soltanto dal 
campo r e dai massimi valori di |u| e di -j- . Indicandola con Q, le formule (a) e 
{i) si raccolgono nell'unica: 

(6) \Vixy\^) - Uix + S., :y + Xje)|< ß-^ 

(tosto che S e 6 sono sufficientemente piccoli). 

20. Se la f unisone u{xy) è continua, la funTiione f/(x_y|ö) ha derivate determinate 
e finite in ogni punto di r, esclusi al più i punti del contorno. 

Anche qui incomincicremo a trattare il caso più semplice in cui il punto (x^) ap- 
partenga a r^. Si riprenda la formola (5, ì\): essa dà 

e si suppongano le linee coordinate v = cost, e fx = cost, rispettivamente parallele 
e perpendicolari alla direzione del vettore [A'yr"*[^ + î^, , > + ^al- Ricordando che 
JP(x-^^j 5 >H"'^al^) ^ ^i^y\^) ^"^ congruenti per una traslazione secondo questa stessa 
direzione [e di grandezza X(i + ^)]> s^ue che, nei due integrali doppi i limiti d'inte- 
grazione rispetto a v sono gli stessi: li chiameremo v^ e v^; e se si chiamano [^, (vj 
e f^aC'^o) i valori di pi nei punti d'intersezione di r(^xy\H) colla retta v = v^, si ottiene 

t/(^ + ^,>^ + ^je)-t7(x#) 



d '^ **%/v, L«/(i,(v)H-*(i-.-e) «/liitv) J 

= "^0^, / ^A / u(fAv)d(A(Ìv~ / u((xv)rf(x^v . 

Per la supposta continuità di u si può applicare il teorema della media : indicando con 
6' e 6" numeri (variabili con v e con S) compresi fra o e i + &, si ha quindi 

e poiché, per la continuità della w, si può passare al limite sotto il s^no d'integrazione, 
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dove d<7 è relemento d'arco sulla circonferenza r{xy\^)j per una conveniente scelta 

della direzione positiva su di essa (in modo che -7- sia positivo all'uscita dall'area, 

negativo all'entrata). 
Si ha ancora 

dv d X dy ^^ dydx 

da d<xd(x.' dcd\k^ 

l'uguaglianza trovata può dunque scriversi: 

onde risulta la derivabilità di U{xy\h) rapporto a una qualsiasi direzione u. [e la vali- 
dità inoltre della relazione fondamentale (2)]. L'espressione medesima mostra che le de- 
rivate sono finite ove si tenga presente che |w(a)')| <1(3]K; e mostra anzi che, per ogni 
fisso, esse sono limitate: 



dU{xy\h) 



àv- 






21. Meno semplice è la dimostrazione quando il punto (^xy) non appartiene a F^. 
Si ha allora dalla (5) 

(/) \ 

Chiamiamo u{xy\c.r{) la funzione di (Cìq) che in ogni punto ($>i) di Ä ha il 
valore assegnato ad u nel punto in cui il raggio ($tq)(^>) incontra la curva c. La fun- 
zione u(^xy\ï,yi) non differisce da u{xy\c,y\h^ — considerata come funzione di (Cri) — 
nei punti di ^(xy|ö) e così «(-^ + ^1 , )' + ^jÇ>i) non differisce da w(x-j-S, ,)' -j- S J$r,6) 
— considerata come funzione di ($ ri) — nei punti di ^ (x + X^ , )f -j- S J 6). Si ha 
allora 

ffu(x + fi^,y + \\ln^)d^dyi-JJuCxy\ir^Ò)dUri 
+ [ ffu(ix + \,y + K\lr^)dUr^--JJû(x + \,y + K\U)dU^^^ 



JlS BEPPO LEVI. 

Si ponga 

H = JJ[ü(x + ^ ,;• + K\l'>) - ûixy\l-n)]dld-n, 

La (/) diviene 

Si chiami j(ac}'|$Ti) l'arco di e compreso fra un'origine arbitraria e la proiezione 
su e di (xy) da ($t)) e si indichi con «(i) la funzione « considerata su e come fun- 
zione di s. Si ha 

«(xv|ÇTl) = «[5(x)f|$T))] 

ed _ 

quindi, se si ammettono per un istante verificate facili condizioni di continuità, per cui 
si possano scambiare Tintegrazione e il passaggio al limite, 

^^^H= f f'jLÌl^ylb)hi^six + \, y + Kr,,)-s(xyllr^) 

D'altra pane la differenza K si trasforma come nel n*^ prec. fu trasformato il se- 
condo membro della (^), e solo occorrerà qualche avvertenza (su cui tosto ritorneremo) 
circa la discontinuità che la funzione w(t/-v) subisce nell'attraversare la curva e [j>oichè 
ora le aree i?(x -}- ^, ? >' + ^2 1^0? -'^C^) 1^) sono parziaknente esterne a r]. 

Infine, come già al n'' 15, si chiamino (^(^xy\h)^ Ö^(^ + ^i> }' + ^a I ^) le aree 
omotetiche a r con centri (.x\y), (x-f-^, , )' + ^2) ^ cappono d'omotetia g- (Fig. 4) 

e si prolunghi inoltre la funzione //(a* + S, , >' + '^J^^) nei punti (Çy)) fuori di J? 
attribuendovi valori nulli; si ottiene 

W J = ffnix-\-\,y + njc,-,)dc.d-,-JJ'üix-\-\,y-\-\\?,T,)di,dn 
e di nuovo a questa diflferenza si possono applicare le trasformazioni del n° 20. Si vede 
*) Questo lim sarà completamente calcolato più sotto (n° 22 a). 
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cosi come il secondo membro della (g) tenda ad un limite col tendere di S a o, onde 
segue l'esistenza di ^ ^ "^ (dove (a, come al n*^ 20, indica una coordinata tale che 

le linee (x = cost, siano le perpendicolari al vettore [A\y]~''[x + ^, , y -\- ^j]). 

Ma, ad eliminare le restrizioni che pur si sono dovute ammettere provvisoriamente 
per giustificare gli accennati passaggi al limite, e a portare il dovuto rigore nelle pre- 
cedenti considerazioni, occorre qualche più minuto sviluppo che sarà oggetto del n° se- 
guente. 

22 a. Riprendiamo adunque l'espressione 

Si ha anzitutto 

Si ricordi inoltre che la curva e ha tangente ovunque, tolto al più un aggregato di 
punti di misura nulla (n° 12); questo aggregato è proiettato dal punto (aj) secondo 
un'aggregato di rette i cui segmenti contenuti in ^(x)f |Ö) costituiscono ancora un aggre- 
gato di misura superficiale nulla; e se si chiama "^^^xy \ 6) ciò che si ottiene da "^(^xy 1 6) 
sopprimendo tale aggregato, si potrà pensare l'integrale H esteso al solo campo ^*(^.y |Ö) 
senza alterarne il valore. Se allora si chiama X la projezione di {xy) da (Çyi) su e, 
/ la direzione {xy)(^n) e /j = /^(5ìn), l^ = l^(ly\) le lunghezze dei segmenti X^(Çy)) 
e (a:^-) ■" (^r<) e si chiama tÇk) la direzione della tangente a e in a, e se con S si indica, 
nonché la lunghezza, anche la direzione del vettore [a*)']*'' [-^ -}- ^, j J' + ^Jj 

hm -^^ — ' — -"^—^—Ki — ^-^ — -=-T r: =1 — S-x 'sen / x — - + cos / x -^) . 

Si noti infine che j- è, per ipotesi, funzione limitata dell'arco e quindi, qualunque 
siano $, ., '^[^(^ + \>> + \l^^)]-"[^(^>|S»)] è funzione limitata di X., S.; che 

del pan, per le ipotesi fatte mtorno alla curva e, il rapporto -^^ — ' — ^^^^— * — ^-^r — ^-^ — - 

resta compreso, in tutto il campo d'integrazione, fra limiti determinati e finiti: si con- 
clude che il lim -— H si può ottenere passando al limite sotto il segno d'integrazione *). 



*) Infatti mentre 8 tende a o, la funzione sotto il segno d'integrazione resta cod 
valore assoluto, inferiore ad un limite assegnabile ; si può quindi applicare la prop« 
dal Lebesgue nelle citate Leçons, pag. 114. 
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Onde 



^-o X J J as L senlt 



r r rduiX)l,scnlx , Idx r r rdu(}.) l,coslx , yy 



22 t. Passiamo ora a considerare la differenza K; come si è osservato al n® 21» 
si può su di essa operare come sul secondo membro della (e) e, conservando ai sim- 
boli i significati analoghi a quelli adottati al n^ 20, si giunge cosi all'uguaglianza 

TF:'^ = T<rJ./''L/^., "fr")'"''''-),,,., «(p')'''"'-J; 

e la sola difficoltà che si opponga a trasformare ulteriormente il 2^ meoibro come^^ 
spressione analoga del n^ 20 consiste in ciò che la funzione u(p-v), essendo per de- 
finizione nulla fuori di T, e non generalmente nulla su e ed in P, non è più continua 
nell'area d'integrazione costituita dalle due lunule comprese fra r(^xy\hy e r(x +^,, 
y "h ^lì^)^ (F^S- 3)5 ammettendo un salto lungo la linea e; onde non si può senz'altro 
effettuare l'integrazione relativa a w. applicando il teorema della media. Le rette v = eoa. 
si distinguono allora in due aggregati costituiti l'uno da quelle rette che non tagliano e 
entro quell'area, l'altro da quelle rette che tagliano e entro essa area. Riguardo alle prime 
rette si ragiona (integrando rispetto a fx) come nel n° 20: dimostreremo che la mi- 
sura dell'aggregato dei valori di v cui corrispondono le altre tende a o con Jt. Tale 
aggregato si può infatti distinguere ancora in due parti : l'una costituita da valori di ^ 
corrispondenti a punti comuni a e e a r{xy\^\ l'altra da valori di v non corrispon- 
denti a tali punti. Fra i primi punti possono eventualmente trovarsi i punti di contatto 
di rÇxy h^ colle tangenti v = cost.; in tale ipotesi si rinchiudano tali due punti entro 
segmenti di rÇxy\^) di lunghezza totale arbitrariamente piccola e. Esiste allora un an- 
golo a tale che tutte le rette v = cost, che incontrano r(.Y_y|0) fuori di tali s^jmenti 
formano colla curva angolo > a: si ò mostrato (n° 14) che la misura dell'aggr^to 
dei punti comuni acca r(xj|6) per cui passano di queste rette, le quali seghino 
ulteriormente e ad una distanza < S tende a o con 55. Osservando allora che e è ar- 
bitrariamente piccolo, si conclude che tende a o con S la prima parte dell'aggregata 
I valori di v della 2* parte (cui corrispondono cioè rette v = cost, che tagliano e nel 
campo d'integrazione ma non passano per punti comuni area r(jif;y|6), sono interni 
ai segmenti complementari all'aggregato dei valori di v appartenenti ai punti comuni 
acca rÇxyl^i); sia ^ la lunghezza totale di questi segmenti; esiste un numero finito 
di essi la cui lunghezza totale e ^ — i^ (e^ arbitrariamente piccolo), ed entro ad essi 
si possono determinare altrettanti segmenti, non aventi con essi estremi comuni, la cui 
lunghezza totale sia ^ — z^ — s^ (e^ ancora arbitrariamente piccolo). Poiché a questi 
intervalli e ai loro estremi non appartengono punti comuni a e e ad ^(^xy\%^ la mi- 
nima distanza fra i punti d'intersezione di e e di r(x^|6) colle rette v = cost, appar- 
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tenenti a tali intervalli ha un limite inferiore a > o; e tosto che H^ "h ^) <C *^ I^ 
misura deiraggregato dei valori di v costituenti la 2* parte è <C^, + 22» anche la mi- 
sura di questa seconda parte tende dunque a o con J. 

Dopo queste osservazioni il ragionamento del n° 20 permette di scrivere 



= ^-^£\<i^. + 0"^ V) _ «((x. + e'S, v)]dv + Sx *), 

dove y tende a zero con 55 ; e tendendo a a o, le rette v = cost, sulle quali, al variare 
di S(t -f- Ö) fra *? e o, l'integrando del 2° membro potrebbe eventualmente subire una 
discontinuità, tendono ad un aggregato di misura nulla, mentre il modulo dell'integrando 
resta sempre ^ 2 ^ ; si può quindi passare al limite sotto il segno d'integrazione. 
Onde si ha: 

Per ottenere l'integrale scritto nel 2° membro occorrerà distinguere i punti della 
circonferenza rÇxy\h) che sono interni o esterni a T da quelli che appartengono a e. 
Sulle rette v = cost. passanti pei primi si ha invero lim «((a -|- i^, ^) = Kp*^) = K-^^) > 
sulle rette v =z cost, passanti per gli altri (da cui si deve già pensare soppresso l'ag- 
gregato di misura nulla precedentemente considerato) si ha invece lim uQl-j-z^j v)=|^'^ ^ 

a seconda che si tende al punto considerato dall'interno dell'area V o dall'esterno. Si 
indichi con r^ la prima parte di r(^xy\^)j con r^ l'aggregato dei punti dir(x^|8)che 
appartengono a e e nei quali, movendosi nella direzione (jc + ^i? ^ + ^2)""^(^^) ^^ ^^^ 
dall'area F, e con r^ l'aggregato dei punti di r(jc^|0) e di e nei quali, movendosi se- 
condo tale direzione si entra in T. Si ottiene 

(m) lim^'K='-^\f u{xy)p-da+ f u(^s)^dÀ 



•) L'integrale qui scritto non è cioè che quello che si otterrebbe nell'ipotesi che fosse permesso 
applicare il teorema della media nell*integrazione rispetto a jìl su tutte le rette v = cost, per cui 
V, ^ V ^ Vj. Il fatto che per un certo aggregato di queste rette tale ipotesi non corrisponda a verità 
implica che Tintegrale del 2" membro differisce dal primo membro per la differenza fra il contributo in 
esso integrale delle rette v = cost, per cui l'ipotesi non si verifica e il contributo delle stesse rette nel 
i*^' membro. Ora si noti che l'ampiezza dell'intervallo d'integrazione rapporto a u. è S(i-|-0) e la mi- 
sura (lineare) dell'aggregato dei valori eccezionali di v = cost, tende anch'essa a zero con 8, come so- 
pra si ò dimostrato ; che inohre la funzione integrando è limitata (in valore assoluto sempre ^ ^fl) : 
ciascuno di quei due contributi è dunque infinitesimo con d'ordine > i. Questo esprime il tennine 
S -/^ del testo. 

Rtnd. Cire. Mattm. PalermOf t. XXII (1906). — Stampato il 1$ settembre i^. 
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22 c. Resta infine a considerarsi la differenza / [n® 21 (f)]: 

Trasformeremo dapprima ciascuno dei due int^rali di cui essa si compone; come 
già nel n° 17 si chiami e^ c{xy\V) il contorno di 4{(*)'l^)5 linea omotetica di e ri- 
spetto al centro {xy') e al rapporto d'omotetia ^ (Fig. 3, 4) *). Si suppongano 

inoltre trasformate, come negli sx-iluppi precedenti, le variabili d'interazione ^r, ndk 
nuove |x.v corrispondenti a linee coordinate parallele e normali alla direzione del va- 
tore [^3']""'[x + ^,1 V -)- ^J. Ciascuna retta v =cost. potrà segare e in un aggregalo 
di punti, anche infinito e non numerabile; e siccome le interazioni dei due termim 
della differenza / debbono estendersi alle sole arce (ÇC-x.ylo), flf(.v-|- S, , J' +^J') 
rispettivamente, qualche dubbio sul concetto di tali interazioni potrebbe nascere da tal 
intersezioni ; si noti però che, poiché e e quindi r sono rettificabili, al più sopra un'ag- 
gregato numerabile di queste rette, l'aggregato di quelle intersezioni può aver misuri 
non nulla **). Sopra ogni altra retta ule aggregato sarà chiuso non denso e di misun 
nulla onde l'integrazione della funzione u rispetto a (i si potrà ottenere integrando nei 
soli segmenti complementari a tale aggregato ; e, scegliendo uno 2^ sufficientemente pic- 
colo, l'integrale esteso alla u. differisce di poco quanto si vuole da quello esteso a nitri 
i segmenti (in numero finito) interni a (![(.vv|Ô) e ^ >. Ne segue che Tintenlc 
doppio esteso a (![(x_yiÔ) si può ottenere con due successive integrazioni l'uni 
rispetto a (x, l'altra rispetto a v ***) e che, ordinati i segmenti di ciascuna retta vz=cosL 



•) Si ricordi che in queste figure il e del testo ò sostituito da un e minuscolo tedesco. 

•*) Perchè Li somma delle misure di tali aggregati deve essere minore o al più uguale alla lufr 
ghezza della cur\-a. 

***) Una minuta discussione intorno alla integrazione superiìciale e alla integrazione doppia, ni 
senso del Riemann, ò stata fatta dal Pringsheim \Z.ur 'Jhtoric des Doppel-lukgrals. München Ber., XXVIII l 
(1898), pp. 59-74. — /wr Theorie tirs Doppfllute^ials, des GnEEìi'schfn und CAVCHY^schtn InUgralsat;ti' 
München Ber., XXIX (1899), pp. 39-62 J. Dalla formula 



Ü' 



fdxdy= r^dy r'fdx= H' dy Hfdx 
Jyo J*o Jyo •/*o 

che nella i* Nota stabilisce, egli rileva (nella 2* Nota, f, i) che, dall'esistenza dell'integrale doppio, se- 
gue che gli integrali semplici esistoiìo su un aggregato denso di rette v = cost, e che gli integrai: 
superiore ed inferiore differiscono per più di un s assegnato solo su un aggregato di rette di misura 
nulla nel senso di Jordan. La formula succitata del Pringsheim è stata estesa dal sig. Lebesgue i 
suoi integrali \ìfitt'grale, etc., loco citato, n' 57-3^, pag. 276 e seg.): si potrebbero allora ripetere le 
stesse osservazioni colla semplificazione clic, colla definizione adottata deUa misura, si potrebbe senz'aJrrc 
concludere che gli integrali lineari esistono sopra ogni v = cost., tolte al più le rette di un aggrcj;iro 
di misura nulla (v. pure Vitali, SuìU funzioni ad itite^^raìe nullo [questi Rendiconti, t. XX (I9t>i.'- 
pp. 136-141 j). Fatta astrazione dall'aggregato di queste rette (il che è possibile poiché esso ha misura 
superficiale nulla) l'integrale d'area del Lebesgue può dunque ottenersi sempre con due integraiioni 
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interni a ((^(xy\f)) secondo le loro lunghezze decrescenti, e detti |x.'.(v) e (a'.'(v) i valori 
di (JL negli estremi d'uno qualunque di questi segmenti, 

ai(x,i6) * ^'^^'^ 

La stessa trasformazione si farà subire all'integrale sottraendo di /; ed osservando 
che le curve c{xy\^) e c*(x -f- ^, j > + ^J®) si portano l'una sull'altra mediante una 
traslazione secondo le rette v = cost, di ampiezza ^ -^ — , e ripetendo le osservazioni 
fatte poc'anzi per la differenza UT, si ottiene infine 

I I r i r^*'^""^ - z****''^*^ - ) 

lim -^ / = lim — - / d^^ì I ud}J. — / udm 

Si deve ora passare al limite come si fece per l'espressione -z-K\ però occorre 

o 

notare che, mentre allora ciascuna retta v = cost, segava la circonferenza r(x^|6) 
in punti estremi di segmenti interni (e esterni) ad R{xy\ò^ ed in cui la circonferenza 
aveva tangente ben determinata, tali condizioni si complicano qui riguardo all'intersezione 
delle rette v = cost, colla c(^xy \ Ö), sia per l'eventuale mancanza di tangente determinata 
alla e in questi punti, sia per l'esistenza di punti fra essi che non sono estremi di seg- 
menti interni a (È^{xy\òy 

La difficoltà è più apparente che reale : si distinguano questi punti in un aggregato 
^ di punti che sono estremi di segmenti v = cost. interni a c(x)'|6) e un aggregato 
^ di punti limiti di punti di ^ appartenenti alla stessa v = cost. \l\ e \l*! saranno i 
valori di (/. nei soli punti di ^. Osservando che, fatta al più astrazione da un aggregato 
di misura nulla, la curva e ha tangente in ciascuno di questi punti, l'integrale ottenuto 

come lim -— / può dunque scriversi 

Di ^ potrà far parte un aggregato ^" in cui e non ha tangente, ma tale ag- 
gregato avrà misura nulla (n° 12); nell'aggregato residuo ^' = ^ — ^" (avente la 
stessa misura di ^), e avrà per tangente la retta v = cost, corrispondente, onde sarà 

in esso j- =1 o. Ne segue che^ poiché la funzione u è limitata, / u -7— ti 5 = 0, onde 
ds J j^ as 



successive. — Con queste osservazioni d'indole generale si potrebbero parzialmente •' 
testo, le quali però sono più espressive nel caso speciale, e permettono di rest 
tegrazione Riemanniana. 
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ancora può scrìversi 

1 + 






I,„!s:"(''+'»^")ì7''' 



Si tenga ancora presente b relazione di omotetia fra e e r e sì ricordi che m h 
od punti di e in /? o su r i medesimi valorì che u nei punti corrìspcMideiiti di e [m- 
tcmi a R(xy h) o su r(xv|6)] ed è nulla nei punti rìmanenti; e si disringiiano i punii 
di e in un aggregato t , , interno a Ä(.r}' **), nell'aggregato r^ *) comune acca r(jnf!t) 
e tale che nei punti corrispondenti di r, movendo nel senso dell'integrazione, si pisa 
dall'esterno all'interno di <£(^v *)~-^ nell'aggregato r. comune area r(xjr'9)— e 
ule che nei punti corrispondenti di r si esce invece da ^ (x jr ; *). Passando al limite per 

^ = o, come gii per — K — ed osserwindo che qui, sulle rette v = cost, passanti pd 
ò 

punti comuni a e e a r è lim M(a -f- ^^, v) ^ ^ ^ '' a seconda che quei punti sodo 
omologhi nell'omotetia a punti di r. o a punti di r^ — si conclude allora che 

23. Sostituendo nella (g) (ove si passi al limite f>er X = o) le espressioni (I), 
(m), («), si ottiene che, anche quando il punto (xy) non appartiene a ì\^ esiste il 



lim 



Si ricordi infine che, se la curva e ha infiniti punti comuni con una curva r avente 
tangente ovunque, essa ha in questi tangente coincidente colla tangente a r, fatu al 
più astrazione dai punti di un aggregato di misura nulla (n** 13): ne risulta che nei 
punti di r^(x)'|0) (a meno di un aggregato di misura nulla) -j- = -j~ , onde la pre- 



•) Gli aggregati r^ e r^ sono quegli stessi che si sono presentati nella trasforaiazione di lim —^ 
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cedente espressione può scriversi 

r{xy\ò) 



ÔM. 






^•{x^ie) 



Ne risulta, come già dalla formula (7) per il caso in cui {xy) fosse in P^, che 
la funzione U(xy\^^ ammette in ogni punto di F le derivate in ogni direzione, legate 
dalla relazione fondamentale (2). E dall*espressione ottenuta per queste derivate, tenendo 

presente che si suppone ovunque | w | ^ ^^ *=* — ~ 



ds 



Z. ^, che inoltre 



lungh. e, = X e < 2 6 fcp (n° 19) 
•j" ^ ^ + ^ [n^ 22 a e 18 (2* nota)] 



sen I 



sen lì 



z^ 



Z. 



= Jk [n* 22, fl) e 18 (2* nota)], 



sen /^ — senç^ 

si deduce immediatamente che queste derivate sono anche finite e, per ogni 6 fisso, suffi- 
cientemente piccolo, limitate; precisamente: 



(9) 



d^(jc>ie) 



< -^-^^tiÄP (. + *)+ (x + 6)m 



È appena da osservare che la formula (8) comprende la (7) come caso particolare. 

24. Un'ulteriore trasformazione può ottenersi se si ammette che la funzione u 
soddisfi alle condizioni del n° 4, e se si fa coincidere la direzione (i colla x (o colla y). 
Alla formula (7) può allora sostituirsi quest'altra 

Infatti per le ipotesi dei n° 4, per ogni y fisso — a meno di un aggr^ato di mi- 



sura nulla 



— esiste / 



òx 



dx ed è 



f '^'^^ = «(^.3') — <x,y). 



(3) 

Ne segue *) 



*) Car. Lebesgue, IntigràU, etc., loco citato, n' 37-381 pi 
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Ora nel n° 20 si ottenne precisamente l'espressione del 2^ membro come valore 
di - - >'y~J . Risulta cosi dimostrata b (7'Y 

Si ponga ancora nella formula (7') 

(/>) x' = x + 0(x-;), y'=y + H{y--n\ 

onde [dovendosi qui considerare x c^ y fissi, e (x'^-') mobile in R{xy\H) mentre (;^) 
percorre R\ 

Si potrà allora scriverla 

^ ^ ox <^ J J àx 

R 

25. Una trasformazione analoga si può far subire alla formola (8). Infatti, si ri- 
conosce immediatamente che 

dove (x^ e (a^ sono i valori di u negli estremi dei segmenti della retta v ^ cost, interni 
all'area comune a ì?(a\)'.^0 e •'* *' c dove l'integrazione si estende a tutti i valori di > 
per cui tali segmenti esistono. Invero, all'infuori di tali estremi, la linea contorno dì 
quest'area può aver comune con la totalità di queste linee solo un aggregato di punti 

di misura nulla ed un aggregato nei punti del quale -7- =0 [cfr. la fine del n° 22 t]. 

Se allora, come nel n** prec., si fanno coincidere le direzioni pt. e x, v e ^-^ si avrà an- 
cora, in modo simile 

dove si deve ricordare che nei punti di ^(.vvjO) esterni a F si è convenuto di porre 
u(^xy) = o e qumdi — 5 , = ^• 
La formoli (8) diviene allora 

^ ^ dx h'a J J dx' • ^ a J J ds /, sen// ^ ' 

Il primo integrale si può ancora trasformare come nella formola (7") mediante la po- 
sizione (/>). L'integrale trasformato si potrà ancora intendere esteso al campo 7?; ma 
in ^{xy\h^ l'integrando sarà nullo, quindi l'effettiva integrazione si estende al solo 
campo R — ^ (^xy \ 0). Si ottiene cosi la formola 

^ ^ dx a J J dx ^ a J J ds l^ sen// 
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26. Per le successive applicazioni è utile osservare come la forinola (7') si ottenga 
(a meno del fattore i + Ö) mutando nella (5, F^) £/ e « in -^— e ^—7 , ed analoga- 
mente la (8') si ottenga dalla (5) — con una lieve differenza nella definizione della fun- 
zione che compare nel secondo integrale. Possiamo riassumere queste osservazioni di- 

, , ,, . ..du I dU(^xym , , . ... 

cendo che, ammessa 1 esistenza di ^r— , — 7—^ V^^ — ^ e una funzione mediatrice 

öx' I -f- Ö ÖX •' ^ 

di -^ relativa al numero % e ne h precisamente la funzione mediatrice definita al if 15, 
almeno entro al campo F^. Si possono adunque applicare ad essa le proposizioni otte- 
nute nei n' prec. ; in particolare potremo affermare che ^ ^ ^ k funzione continua 

almeno in ogni punto del campo F^. Una minuta analisi del 2° integrale della (8'), 
analoga alla discussione del n° 18 — ma con qualche maggior particolare — permette- 
rebbe di togliere anche quest'ultima restrizione, sostituendola con ; in ogni punto in^ 
terno a F (7ion del contorno): ma nessuna opportunità essa avrebbe per il seguito. 

§6. 
L'integrale /[C7(x;yie). 

27. Lemma. — Occorrerà più volte pel seguito la proposizione seguente: Se C h un 
aggregato qualsiasi di misura A, in cui sia definita una funzione /, e se dy è l'elemento 

differenziale di C, dall'esistenza di j f'd^ segue l'esistenza di 1 \f\dy e si ha 

ifjf''-')'^^ //'■<■ 

Dimostreremo la proposizione per gl'integrali del Lebesgue che sono qui realmente 
i più generali *). Si immagini scomposto l'intervallo di variabilità di |/| in una serie 
di intervalli parziali di ampiezza ^ e mediante i numeri m.ÇS. o) tali che m. < w,_^,, 
e si chiami a. la misura dell'aggregato dei punti di C in cui tn] ^f <^m]^^ e quindi 
^^i ^ l/l <! ^i^x ' s^ ha, per definizione 

/ fdy = lim ^m^a. = limL,, 
Jc *^ •"° 

1«, = ^. 

Osservando che //r < 7n] tosto che w. > i, si vede che ogni termine della seconda 
somma è minore del corrispondente della prima ovvero della terza: dalla convergenza 

di queste segue quindi la convergenza della seconda e l'esistenza deli'inf 
*) Poich(^ si tratta qui di integrali di funzioni positive, e quindi 1 



328 BIPPO LETI. 

Sc poi nelle somme L,, /, si considerano i coeffirìend «. costanti, si vede, per nott 
regole, che, per un detcrminato valore di L,, /, è massimo quando iw,. = cost. = 1/-t- 
Si ha dunque sempre 

onde, passando al limite per s = o, la proposizione enunciau. 

Kvidentcmente 5^ anche ]' è integrabile in C, pel che (a causa deWintegrabilità assolukj 
basta che sia misurabile *), si ha pure 

{//'■')' ^U>'-')'^ "//'■'■ 

28. Dalle formule (7"), (8") si deduce, a causa del Lemma precedente, 

'^-S'v^'«^ ».Vie. 

Si considerino, con queste, le relazioni analoghe ottenute scambiando .x ed v, x' ed )': 
si osservi inoltre una volta ancora che il primo integrale della 2* formola si può indiì- 
fercntemente considerare esteso ai? — ^ (.v v 1 0) o a tutto R ; si otterrà 

j //..(,,ox.,=//;[n^]VF^«->]>., 

^ r R r_r; %\xy\H) 

Consideriamo scparaumiente i due termini del 2^^ membro. 

Nel 1" i limiti dei due integrali sono costanti: si può dunque invertire l'ordine 
delle due integrazioni. Se allora si osserva che, per ;, r, costanti, le Q>) danno 

•) L'ipi)tcsi dcU'iiitc^rabilità e quindi JcUa misurabilità di /- ci dice che è misurabile l'aggix^i:-' 
degli X per cui w, ^1 'J(x}\ < '", . , j ^^ "^n perciò che siano separatamente misurabili i due aggr«" 
gati di cui esso si compone per cui w, ^/(.v) < w-^, , — m- ^J\x) > — m,^ , . 

**) Per giustificare questo passaggio si osservi che la somma dei due integrali si può considerji« 

come un integrale unici) esteso all'area totale .\' e relativo a una funzione che in R — ^(jfi'lô) assumi i 

t ' ,' àu(x^ y') , ^ du L sen/x . e-,, ..^ ,^^ 

valon di - . V , in » (x y 0; assuma i valon di ,— — t~ ^ »^ %(xy\ò) — 5B*fxy '6) assu- 

ÒX ^ ds l^ StXìlt G/v^ X ^v^/ 

ma valori finiti arbitrari, per es. zero. 
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e se si indica con r(5^0 l'area trasformata di r nel piano (jc'^') per la trasformazione 
(p), si ha 

(i±iZ C Cdxdyf flu(x'y)d?.dn = ±-ffdldn fflu(x'y)dx'dy\ 

Ora nei punti esterni a T, A w (^x'y') = o. Quindi 

(r) fflu(^x'y)dx'dy ^f fsu(xy)dxdy; 

T{$ti) r 

COSI 

V R Ä r 

/^ / I ^u(^xy)dxdy. 



cioè 



r 
Nel 2° integrale si osservi che 

risulta 

D'altronde P — F^ è una corona in cui il contornp di maggior lunghezza è e, e 
la cui altezza è << a6: la sua area è quindi < LA'6. Duijque: 



^ /_/'"' ffi"^ 9'^'"-' "^ '^" * ''■^**'*"' 



Per brevità, porremo in seguito 

Poiché <^ I, il secondo membro della (5) sarà < T, e raccogliendo dalle ♦(^), 
(r), (5) si avrà 

(9) /[t/(x:yie)]</[«(x).)l.-}-öT. 

S 7. 

Alcune proposizioni ausiliarie. 

29. La considerazione delle funzioni mediatrici permette le seguenti osservazioni 
immediate : 

Sul contorno e di F sia ^^ssegnata una fluitone. continua u(s) dell'arco j, limitata, 

derivabile e a derivata limitata: sia "^^. Esistono allora fun- 



•) Cfr. n° 22 a e la 

R«mi, Cir, MûUm, Pëi$fwtê, U 
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[ioni definite in ogni punto di r, limitate e amtinue in V e sul contorno, assumenti ûl 
contorno i valori di u(5), e derivabili in ogni punto di r, con derivata limitata. Per 
costruire una tal funzione basterà panire da una funzione v uguale a u (5) su e e ar- 
bitraria in r, purché limitata, per es. assumente m ogni punto di V (non di e) un valore 
costante di modulo ^ ^. La funzione mediatrice di v relativa ad un arbitrario sari 
funzione continua in I' e sul contorno, assumendo sul contomo i valori di u (j), e sari 
costantemente in valore assoluto ^ ^ (n' 16, 18). Ddh funzione ottenuta si formi 
ancora la funzione mediatrice relativa ad un h arbitrario ; si otterrà cosi una funzkmc 
che, alle nominate proprietà, aggiungerà la derivabilità in ogni direzione e in ogni 
punto del campo, che avrà derivate limitate (n* 20, 23). 

Ha dunque senso b considerazione del campo funzionale \u\ definito al n^ 4, coi 
valori assegnati della funzione m (5). Si chiami d il limite inferiore dei valori di /(«) 
calcolati per tutte le funzioni di \u\. Per una funzione qualunque del campo potremo 

porre 

/(a) =: d -j- e e sarà « ^ o. 

Ricordando che, se :( = cost., è/ 1 l:^dxdy = o in ogni campo, potremo sempre, per 

un'osservazione fatta al n^ i, supporre le funzioni di )m| limiute, e in valore assolutoci 

stantemente ^ ^. 

Occorre che sulle funzioni del campo \u\ dimostriamo alcune proposizioni preliminari 
30. Lemma I. — Sia u una funzione qualunque dell'aggregato \u\y tale quindi chi 



fi' 



AatixJy = d -f- e (» 2^ o), 

e sia ^ una fun:^ione la quale soddisfi alle condi:^ioni di continuità e derivabilità imposa 
al n^ 4 alle fun^oni w, e che si annulli al contorno e di V e sia 

j jlX^dxdy = e (e > o). 

Sarà •) 



Z.\Ut. 



\ffxC:u)dxdy 

— ur 



Se ^ è una costante arbitraria, la funzione u — g\ appartiene infatti ancora all'ag- 
gregato {wj. Si deve quindi avere 



SP 



ossia 



f f^udxdy^igf JxGuyxdy-\^g'J J SUxdy=d-\-t+g'e-2gJ 



•) Ponendo, secondo luso, V("^') = "^^ "^ + ^ ^' 
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Si assuma ora 



ffv(>:u)ixdy 



1 = ^ ^ • 

La precedente disuguaglianza diverrà 

onde 

{ffv(Ji»)dxdyy^et, 

che equivale alla disuguaglianza enunciata. 

Corollario. — Se del numero e si conosce solo un limite superiore e'j sarà evi- 
dentemente ez ^e' Zy onde si può affermare che, restando immutate le altre ipotesi, se 

f J\UxdyZ,e\ 

sarà pure 

\Jfv(j:u)dxdy ^V^. 

31. Lemma II. — Se u ed u! sono due funzioni dell'aggregato \u\ e se precisamente 

C fludxdy = d + e, f C^u'dxdy = d + «', e > e' > o, 

r r 

e se si pone indifferentemente 

m = u — u' ovvero m =^\u — u'\ 

e se ri è il maggiore dei numeri e', e — e', sarà 



Si ha infatti 



/ / \mdxdy <[ ötq. 

j Hlu — ^u')dxdy= i j^Çu — u'j u + u')dxdy 
r r 

= f C^(u — u')dxdy + 2 f f^Çu — u', u')dxdy, 

e quindi 

C l\(^u—uyxdy=t—z'—2 C f\{u--u\ uyxdyZ,t—z'+2\J fj?{u--u\ u'ytxdy 

Si ponga allora, per brevità, 



332 BEPPO LEVI. 

onde 



f fl(^u — tt')dxdy ^ £ _ «' + 2f, 

e si osservi che u — m' soddisfa alle condizioni imposte a ', nel Lemma precedente: 
applicando il Lemma medesimo si avrà 

\ff\{}i - u\ u')dxdy, ^ t/(e-.' + 27>', 



ossia 

onde 

e quindi 



i' ^ (« — l'y + 2 te' ^ y;' + 2 ir,, 



yy^AC« — u')dxdy ^ 11(3 + 2»^) < 6ì». 

Si osservi infine che A|m — fi'| ^ A(f/ — m') ♦). Si concluderà la disugua^ianza 
affermata. 

32. Si supponga in particolare che le funzioni, w, u' ammettano derivate ìri tìittt 
le direzioni, legate alle derivate secondo x tà j dalld formola fondamentale 

(2) A=^cos(x>) + AcosO,X); 

è noto allora che, se (x e v sono due direzioni ortogonali qualunque, posto 



^^'~ \àv) ■'■(dv) ' 



si ha 
onde 



J j\. mdiLd^= JJ^.y m d X dy. 

r r 

Sarà allora 

/ i \^^md\kd'^ < 67). 
Scomponendo l'integrale di A^^ m nella somma dei due mtegrali relativi ai due ad- 



*) È anzi costiintcniente A |« — u'\ = A(m — u') fatta al più astrazione dei punti in cui u — u'== 6. 
In questi punti ò, rapporto a una qualunque vanabile oj, ^^ --^ ', onde Al« — iri^A(ii — 1/), 

il che giustifica l'affermazione del testo. Si può aggiungere che sarà A u — j/l < A (w — «') sempre e 
solo quando non sia A(m — //) = o: ma si potrebbe osservare che l'aggregato dei punti in cui 
u — m' = o e A (m — w') ^ o ha misura superficiale nulla, onde può esser trascurato nella FormazioQe 

dell'integrale. Si ha quindi effettivamente / / \\u — \i\àxày=- 1 j \(u ^ u')dxdy. È chiaro pe- 

r r 

rò che questo ulteriore risultato è privo d'importanza agli scopi del testo. 



SUL PRINCIPIÒ DI iAi<i<:hlet. 



333 



(fendi di Aj^^.w, entrambi necessarianierite positivi, si ottiene quindi aöcöfä 

(■°> ffiw)' *''-<"■ 

r 
33. In questo numero e nei due successivi fisseremo per la funzione m il signifi- 
cato \u — u'\. 

Vogliamo dedurre dal Lemma precedente una notevole limitazione pel valore di 

md\Ld^ dove 2 è un'area contenuta in r. 
Si chiami \ la lunghezza della naassima dimensione dell'area 2: (Fig. 5). Centro in 



//' 




un punto qualunque Û di £ si descriva una circonferenza a)g di raggio i ed una seconda 

circonferenza o^ di raggio r = rÇ ; 2 è tutta contenuta in «g . 
Suppórremo che sia costantemente 



Sarà allora 



aÌ 



^<{m^-'^^)'<^ ' ^<.v 



V2 



e quindi w^ sarà interna a co^ e la circonferenza oi^ possiederà un arco continuo di am* 

piezza N^ 2 are sen — -^ tutto interno a T e tale che è ancora contenuto in r l'arco 
^ — 2 q __ 

concentrico e compreso fra gli stessi raggi, avente per raggio I^t' -j- $^ < t (/2 *). 
Chiameremo a quest'arco di ' 



-^Tioiezza. 



^ Si conferì ttfitt« 
r. Si supponga anatntto 



er : essa è tutta interna a 
ficrcfaio di cen- 
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Da un estremo A^ di z si conduca la tangente A^ B^ a u^ che lascia «*£ e a dalla 
stessa parte ; si conduca la tangente a cu. parallela a quesu e sia F^ ^^ . Avvenendo che 
essa s^hi a in un punto A^ , si conduca da ^, la seconda tangente ad oi^ e sia A^B^, 
Ad essa si conduca ancora la parallela tangente a oi^ e sia ^^^; e sia A l'eventuale 
punto d'intersezione di questa con x. Si pros^ua in questa costruzione finché si otten- 
gono punti A. intemi ad a. Sia A^^^ l'ultimo di essi. Siano B^B^B^ ... B^BIR^ ... B) 
rispettivamente i punti di contatto delle tangenti considerate con a>|. Ciascuno degli 

archi ^.^.^, avrà ampiezza> — Y — e quindi lunghezza > t , . Si consideri allora 

il triangolo isoscele ilA^A^^^ e il triangolo simile limitato dalle ÜA.^ HA.^^ e daUa 

tangente C-C[ all'arco A.A-^^ nel suo punto medio: essi sono simili, e se t è la 
base del secondo si ha 

* > lungh. arco A-A,^^ > t ^ J^ ^ 

* : corda A,A^^^ = t : ^r^^\ 
Ma corda A.A^^^ = 2$; dunque 



2Çt ä • v^ « 

> T — - — ossia n > 



^t' — l' « + I 



2 



/F^- 



/TP 



e quindi, per la i* delle (a) e ricordando che a > ♦'3 — , 

Le tangenti a co^ nei punti medi degli archi A^A^^ -^j^^j • • • ^m '^n-^x incontrino 
rispettivamente le AB^^ Aß\ in C^, C,'; Aß^^ A,B[ in C,, C^; .... I punti C^C[C^C[,.. 

stanno sopra una circonferenza concentrica a cur e co^, e di raggio V't* -}~ 5% e quindi 
(per le ipotesi fatte relativamente ad a) sono interni a F. Si chiamino D^ D\D^D\ ... 
rispettivamente i punti d'incontro dei raggi 5^ C^ , B\ C[^ B^C^^ -^a Q • • • ^^^ ^? P'^ 
prossimi a C^ C| C^ . . . fuori dei segmenti 5^ C, , B| C^' , . . . , e si chiamino <y, , <ya , . . • , «, 



tro O e raggio — ^ ?; ò Oiì <C q onde ang. /, /, > 2 are sen-^— . Inoltre ciascun raggio / uscente di 
iì e appartenente all'angolo /, /, non può incontrare e internamente ai segmenti compresi fra 11 e le 
sue intersezioni con tJ. 

Il raggio /', uscente J.i (), parallelo ed ugualmente diretto a un tale raggio / di ang. t^ t^ incontrì 
tJ in A''; sia A' il punto d'incontro di / colla parallela per A" alla Oil. Il punto X è compreso fra iì e 
le intersezioni di / con ü e si ha d'altronde 12 A = /). Ne segue che un punto di / distante da lì per 
un segmento ^ t 12 < /> è intemo a \\ ed è quindi tutto intemo a F un arco di centro Ci e raggio 
^ T ^2, contenuto in /, /^ . 

Se poi il punto il è interng a tJ, le osservazioni ora fatte si potranno ripetere inalterate, purché 
alle tangenti /, , t^ sì sostituiscano i raggi uscenti da iì e paralleli ed ugualmente diretti alle tangenti 
ad r da un punto lì' del raggio Olì non più interno a o. 
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le aree C^D^D[C\y C^D^D\C\^ ... limitate dai segmenti rettilinei quali C.D., C\D\^ 
C. C\ , e dagli archi di e quale D. D\ . Si chiami infine a l'area compresa fra la poli- 
gonale B^ Cj C[A^ C^C[A^ ... C^B*^ e l'arco B^PB'^ di oi^, la quale contiene nel suo 
interno w^ e quindi 1. 
Si ponga infine 

CT (7i 

dove w è la funzione già considerata nei n* precedenti, estesa con valori nulli fuori di 
r qualora l'area a uscisse di F. 

In forza della (io) si ha allora 

onde 

Fra le aree a. ne esiste quindi una almeno, sia <i., tale che 

^ — « n 

ossia, per la (i), 

Osservando che l'area di <t . è << 2 A Ç segue finalmente (n° 27) 



CTy Gry 

Fin qui le coordinate fx, v sono rimaste indeterminate; se ora si assumono le di- 
rezioni [A = cost., V = cost, parallele rispettivamente alla retta Cj C. e alle B. C- , 5^ C. , 
e si effettua nel 1° membro l'integrazione rispetto a (x, tenendo presente che, sull'arco 
D. Dy , w = o, la precedente disuguaglianza dà 

l«/c.c' vi P 



'SS 



34. NeU'area B.CjC]B)PB. compresa fra i segmenti B.C., C.C], C.B'.t Varco 
BjPB'j di 0)^, includente w^ nel suo interno, si consideri un segmento E È' parallelo 
a C. C. e limitato al contorno dell'area. Si supponga dapprima che i punti E ed E' 
appartengano ai lati B.C.^ ^'t^n ^ rettangolo EC-C'^E' è interno a <j\ quindi 
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ed osservando che l'area di EC- C-E' è ^ 2Çt < 2;(t -f- 5) = ^5(5 + l/JX 



ECj Cj E* 



e supponendo gli assi |x, v orientati come alla fine del n® precedente, e int^ranclo 
rispetto a fit, 

\fmd.-f md. <]/ 2V^(^-\-h). 
Quindi infine, in forza della (e) 



££' 



— , A, $, yj essendo costanti, il secondo membro è massimo quando 

e tal massimo e 

e quindi, poiché ; < i, è in ogni caso 






La stessa disuguaglianza sussiste evidentemente qualora i punti £*, E' stiano sul- 
rarco BjPB): basterà per es. condurre per E ed £' le parallele a 5y C/ , fiy Cy le quali 
incontreranno C.C. in due punti y, y'; il rettangolo E^^(* E' è interno all'arca 

EC.CjE'y 1 / / ( ;>" ) ^F^^^ è quindi ancora <2^; e poiché w è sempre Xo. 



£tt'/:' 



J' md\L\ ^^ l wfffjLJ; si potnl quindi ripetere per il rettangolo E^(*E' il. precedente 



'rr' ' *^ C.C 

; ; 



ragionamento. 

Si ponga, per brevità. 



■^|/4y'A + ép' = A' 



costante, dipendente soltanto dal campo d'integrazione; se ^^' è un segniento quajupqfK 
contenuto in EE\ tenendo presente che /// ^ o si avrà ancora 

^J et* ' 

Se quindi si pensa di effettuare T / l md\f.d'^ integrando dapprima 
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cioè SU segmenti analoghi all' e e' ora nominato), poi rispetto a (jl, e si chiama ß il li* 
mite inferiore dei valori di (/. hell*area 2, si ha: 

(il) f f md^d>» <K}/^W J^^ dY. = K}/^W^ 

35. La limitazione trovata riceve immediata applicazione alla valutazione della dif- 
ferenza \U(^xy\^ìì) — U'(jxy\h^,^ dove, conformemente alle notazioni del n° ij, U 
e U' sono le funzioni mediatrici rispettivamente di w e w' relative al numero 6. La 
formola (5) (n" 15) dà infatti: 

C7(;.:y|6) - t7»(x>|Ö) ^ i-y*y"[»ö.v) - «'(l-v)J(ipL(iv 

Ma per (;r,) in ^(a7|0), m (x)^ | ; t) Ö) =: w'(A\y| 5*0 Ö)J il secondo integrale è dunque 
nullo. Si ha quindi 

Per applicare la formola (11) si dovrà considerare Tarea R(^xy\^) come la £ dei 
n* prec*; né alla possibilità di far ciò potrà nascer dubbio pet TeVentuàUtà che possa 
iì(xy|0) uscire fuori di f, poiché, esternamente a r, u(x)') = tt*(jrjr) = m ==0, onde 
l'integrazione si estende di fatto alla sola area contenuta in r. Per ottenere un obrchio 
oj; in cui AC-vj'IÔ) sia contenuto basterà assumere Ç ^ pO; 6Ì faccia inoltre in modo 
che $ ^ 2 p Ö : e le limitazioni (a) saranno allora soddisfatte tosto che 






16 q' \2 4^^ + 3pV 4*^ P 

In tali ipotesi si ha quindi 

(12) \U(ixy\b)-U^{xy\(ì)\<^J^l'J^^^ = ^^^ 

§8. 

Determinazioiie di una serie di fvtntìotìi avente per liiüite 
la funzione minimizzante. 

36. P« ---— i- ^ — s — 2 4} iijj 5i inmiaginino formate tutte le funzioni mediatrici 
td»» '^ otterrà un aggregato di funzioni \ U\ contenuto 

it^ale di DiRiCHLET esteso a r, cäl- 

= d -|- e, e è sufficiente- 
43 
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mente piccolo, 

(a) /[t7(x:y|0)]<d + E+T0, 

dove T è una cosunte, dipendente soltanto dal campo e dai vabrì ass^;nati al con- 
torno. Quindi 

lim I[U{xy\9)] = d. 

Tutte le funzioni U ammettono (n* 20 e 23) derivate in ogni punto di r e ri- 
spetto ad ogni direzione, soggette alla relazione fondamentale 

(2) A = |.cos(Xx) + Acos(Xjr). 

Se quindi si scelgono le funzioni m, w' nell'aggregato \U\ saranno valide tutte le con- 
clusioni del § precedente. 

Fra le funzioni di |t7| se ne scelga una successione U^U^ . . . tale che lim /(!/,) = d, 
e sia 

A ciascuna funzione U. si faccia corrispondere un numero Ö. di cui disporremo 
in seguito convenientemente, e che assoggettiamo per ora alle sole condizioni 

e,^. <e,, iime, = o. 

Si chiami v. la funzione mediatrice di U. relativa al numero 0.. Sari evidente- 
mente ancora lim I(y.) = d. 

Vogliamo dimostrare, che mediante una scelta conveniente dei numeri 6. la succis- 
sione delle fun:^ioni v. tende uniformemente ad un limite. Mostreremo in seguito (§ 9) ! 
che tal limite ammette le derivate prime e che per esso l'integrale di Dirichlet assume I 
il valor minimo d, 

37. Chiameremo ancora, per brevità, V. {xy ) la funzione mediatrice di v. rela- 
tiva al numero 0^.. Si ha evidentemente 

Ora, posto 

SI ha per la (a) 

Il numero £. -f-O.r è quindi maggiore di ciascuno dei numeri y)., e.,^^, jr,. — £^^^, 
onde può fungere come il numero y) del § prcc, per la (12), applicata alle funzioni 
mediatrici di v\ e di U.^^ relative al numero 0.^^; si ha allora 

i 3 — 

Si ha poi 
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Per ogni valore di ($>i), ^iC^}'!^^ 0.^^) è uguale al valore che v. assume in un punto 
interno a r o del contorno che dista da (x_y) per un segmento 



Ricordando che v. è una funzione mediatrice relativa al numero 6^. si ha quindi per 
la(6)(n°i9) 

onde 

(d) \vX^y-)-V,(xy\%^,)\^-l ff\vXxy)-vXxy\U%^,)\dU-, < QA^. 

R 

Raccogliendo dalle (F)^ (e), (d) si ha dunque 

ì 3 

38. Si consideri la serie 

(14) V, + K - ^.) + (^3 — ^a) H • 

La serie dei moduli convergerà certamente per ogni Çxy)j tosto che convergano le serie 

3 






'c- 1/6". 

e, se si suppone e . < 6 . , alla seconda serie può ancora sostituirsi l'altra ^ -^— ^ 



' t-i-i 



Si ponga ora 6 . = -7^- . Sarà 



La prima serie converge notoriamente, e si vede tosto la convergenza della seconda 
se si osserva che i suoi termini sono minori dei termini della serie X ( "^ ) ^^^^ ^^^ 
i>8. 

La serie (14) converge dunque uniformemente ad una funzione 

(ij) z; = limv,.. 

tssOO 

Dalla convergenza uniforme segue immediatamente che la funzione v assumerà sul 
contorno e di T i valori uÇs) assegnati comuni a tutte le jun:^one di \u\. 






Î40 
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S 9. 
Le derivate prime della ftincione v e il sno integrale di Dirichlet 

39. Poniamo Af • = v, , , — v. e alla funzione Af . applichiamo il Lemma H (a® 31)^ 
D numero indicato con r, in quel Lemma è allora minore o uguale al massimo fra i 
numeri |y|. — x.^^\y yj., yj.^, (n° 37); quindi < e^ + Ö. T. Tenendo presente Tipotcsi 
«, <C ^i si ha quindi 

(a) JJxM,dxdy<6(ii-\-T)H,. 

Osserviamo ancora che le -^ , -^ - sono continue in l^ , uli essendo le derivate 

dx dy • 

di V. e di v.^, (n** 26); si ha quindi, in ogni punto Çxy) di F^., 
dAf, 



dx 






dove l(x}ì[) è un campo qualunque convergente con continuità all'unico punto (xv) 
mentre ^ tende a o, e S{xy s) la sua area e dove M[ rappresenta b funzione 3f, 
scritta nelle variabili x', y' al posto delle x, y. 

Alla scelta del campo l(xv>) resta una grande arbitrarietà: per fissare le Ma 
e semplificare i calcoli ulteriori noi lo determineremo in una* circonferenza di ra^o 

y= e di centro (^xy); le coordinate del punto (x'y') mobile in esso possono alien 

scriversi 

(h) x' = x-\-:i y=y-\-U, 

($T)) essendo un punto mobile nel cerchio ^' di centro l'origine e raggio -^(quindi 

di area i). Allora S(^xy^) ^=^\ Supporremo inoltre la funzione Af. continuata fuon 
di r con valori nulli. Sarà, in T^., 



(0 

Poniamo ancora 



ôAf. 



;..o J J |ax ! 



Si ha 






f f^i{>^yWxdy= f fdxdy f flM\dldr.= f fdUr, C fxM'.dxdy 



e quindi, se si chiama \\^^^^ il campo del piano Çx'y') trasfo*" ^ T per le (b) ove 
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si considerano le e, '4, C cosunti, 

f f^Xxyllyxdy = ffd^d-nffM^.dx'dy'^ff\M,dxdy.ffdld-n 
r ,v rj,5,, r w 

^6(i + T)ô,. 

Si noti che la funzione f^i{xy\K) è sempre positiva: l'aggregato dei punti in cui 

(dove a è un nunìero arbitrario < i) ha quindi misura -^ 6(i -f- r)6!~*. 
In ogni punto poi in cui 

è ancora 

FT 
onde (n° 27) 

I punti di Fq. possono distinguersi, rispetto ai comportamento in essi delia funzione 
Af ,. , in due aggregati : l'uno jj,., nei punti del quale -^— ^ > 9.' ; l'altro nei cui punti 

-^- ^ 0.^ . Per ciascun punto dd primo aggregato la formula (e) mostra che esiste 
uno ;j finito tale che, per ^ ^ :(, 

la quale contraddice alla (/); in tali punti e per quei valori di X^ sarà dunque soddi- 
sfatta la (d). L'aggregato ^.^ ha dunque misura -^ 6(1 -|- ^Ö|"^. Si chiami jj*, l'ag- 
gregato somma di tutti gli aggregati jj.^ per cui i^/: la misura di questo aggregato 
sarà 

»-; i-; \ * / 

(j \ aid-«) X-/ I \^ I 
— ^ I converge più rapidamente della serie Xl ~^ ) ^^^^^ ^^^ *^ • 

ne segue che la misura dell'aggregato Jiî*^ si può rendere piccola quanto si vuole pren- 
dendo ; sufficientemente grande. 

In ogni punto di T^ , non appartenente a JJJ^ si ha, per iX;; 

dx 

40. Si fissi ora per a un valore positivo « i)> P^r ^s. a=Y: la serie 
''Ç^r-T-f =X(~^)* convergerà [più rapidamente che la yi-r-i tosto che r>4 I; 



•?-(Tr 
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convergerà quindi uniformemente in Po- — ^\^ la serie dei moduli delle derivate rap- 
pono ad x dei temìini della serie 

Si osser\n ancora che, col crescere indefinito di ;, T^ tende a F; si conclude che 
la serie 

^ dx ^ ^\ dx dx) 

converge in tutti i punti di P, esclusi al più quelli di un aggregato jj^ = lim j5|, di 

misura superficiale nulla. Ed assegnato un u arbitrariamente piccolo, esiste un aggre- 
gato r — r^ -f- j5), di misura < (x tale che in tutti i punti di V esterni ad esso la 
serie converge uniformemente. 

Porremo, nei punti di T — jj,, 

(17) -, = |1. + X (^' - l^'ì = lim|^'. 

d.x * ^-\ dx dxf i^ax 

Le conclusioni analoghe si avranno evidentemente mutando x in yj onde sì defi- 
nirà del pari un aggregato jj, di misura nulla, tale che in T — jj^ esiste ed è finita 
la funzione 

41. Dimostreremo che, per ogni valore di y, esclusi al più quelli di un aggregato 
di misura nulla, si ha 



L 



wjx = v{x;)-'v(xj. 



Ricordando che rintcgrale indefinito d'una funzione ha per derivata la funzione 
integrando in tutti i punti, fatta al più eccezione per quelli di un aggregato di misura 
nulla *), ne risulterà che, iu ogni punto di T, esclusi al più quelli di un aggregato di 
misura superficiale nulla, la ftin:;jonc v ha derivata rapporto ad x (ed analogamente rap- 
porto ad y) e precisamente 

dv dv 

Riprendiamo percicS le considerazioni precedenti e, per un valore assegnato di v, 
chiamiamo ^.^C)') l'aggregato degli .v per cui il punto (^xy) appartiene a F^. e 



4- 



a) % ' ^ 



dM. 



k-2 



>ö. \ 



dx 
e chiamiamo 3.^(y) la sua misura. Tenendo presente che l'aggregato dei punti di r^. 



•) Cfr. la mia Nota già citata : Ricerche sopra le funzioni dirivate [Rendiconti della R. Accademia 
dei Lincei, s. V, voL XV (1° sem. 1906), pag. 674J. 
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in CUI 



dx 



> 6. ^ ha misura superficiale ^ 6(i -|- T)b/ (n° 39)y si vede che 



l'aggregato dei valori di y per cui 
ha misura *) 

^ 6(1 + r)e/. 

Chiamiamo (f. l'aggregato dei valori di y per cui è soddisfatta la (h) per qualche 
valore di Â: (^ i): la sua misura sarà 

<6(i + r)le,^, 

k 

ossia, sostituendo a 6. il suo valore (—:-), 

-Li 

<6(i+70l7-^y=6(i+r)-T;^— <6(i+ (tosto che t > 3). 

L'aggregato (K* dei valori di y per cui la (Ä) è soddisfatta per qualche valore di 
k e per qualche valore di i ^ ; ha quindi misura 

Osservando che la serie ^ I -, j converge più rapidamente di ^ 1 ^ j tosto 

che i > 6, si vede che la misura dell'aggregato (8* si può rendere piccola a piaure pur- 
ché si assuma j abbastan:(ß grande. 

Ciò posto, si fissi per y un valore non appartenente a (8* ; per ogni i^j sarà 
k_ 
allora 5.^ <; 6 . ^ Si chiami ancora ^](j) l'aggregato degli x per cui, _y avendo questo 

valore e {xy) appartenendo a F^. **), 3-7^ > 0.^ per qualche i ^;, vale a dire l'ag- 



gregato dei punti di jjiy, ***) per cui 3» ha il valore assegnato e che appartengono a F^ . 

rì;o)^!fZia(>)l ****); 

L ft.1 x^j J 

*) Poiché la misura superficiale di un aggregato del piano (^xy) è Tintegrale rapporto alla y della 
misura lineare dell'aggregato segato nell'aggregato totale dalle rette y = cost. (cfi*. Lbbesgue, InUgraU, 
etc., loco citato, n^ 37, pp. 276-278). 

**) E quindi ad ogni V^ . per f !^ ;. 

***) Si ricordi che al principio del n° 40 si fissò per x il valore — . 

•***) Il segno <! in questa relazione dipende dal fatto che §* (v) si suppone essere un aggregato 
di valori di x corrispondenti a punti di Fq., mentre ai ^ik(y) si impone solo di essere aggregati di 
valori di X corrispondenti a punti di F^.: ora, tosto che i >• ;", F^. >• Fq.; quindi §,jkO') può com- 
prendere degli X esclusi da JyO')- Questa osservazione giustifica pure il segno <! nella relazione suc- 
cessiva. 
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sarà 



Si Sii Si fSi 



dAf, 



a* 



d: 



(.i^fk 



dove con ^'. — T ^-^ si rappresenti l'aggr^ato dei punti che appartengono a ^, 
e non ai ^-^ , pel valore fisso di i considerato. Quindi per le (g\ (b) : 

La sommatoria del 2° membro vale 

L'integrale del secondo membro è minore della misura di J^. : indicheremo con/ 
un numero fissato a piacere maggiore di questa misura (per es. / = A). Sari quindi j 



(ì^A 



onde finalmente 



/,&<(ri.)'+(T)V 

Le due sonìiiic del secondo nìembro sono convergenti. 
43. Ciò jK)sto, si ha 

e per A'^, A'j , _y assegnati, corrispondenti a punti interni a r, si può scegliere ; abba- 
stanza alto perchè questi punti appartengano a \\., 

Lo studio si porta interamente sull'ultimo integrale del 2° membro. Tale intcgroie 
si spezza in due : l'uno esteso all'aggregato dei punti dell'intervallo jc^ ... jc^ non ap 
partenenti a g* , l'altro all'aggregato dei punti che appartengono a JJ.. Ora nel n° 40 

si e mostrato che fuori di J^ la serie ^L '^ ^' -^ converge uniformemente : essa può j 
quindi integrarsi termine a termine. Nel n" prec. si è ancora iiìostrato che è conver- 
gente uniformemente la serie degli integrali dei moduli dei termini della serie, estesi j 
a g'/, e quindi a un qualunque aggregato contenuto in J'; ne segue che anche il se^ r 
condo integrale si può ottenere integrando la serie termine a termine *). SommaDdo 1 

*) Cfr. la mia nota : Sopra Vintegraxjone delle serie [Rendiconti del R. Istituto 
voi. XXXIX (1906), pp. 777-780J, n° 5. 
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di nuovo le due serie ottenute, si raccoglie infine 

Fin qui si è supposto y non appartenente a (J^.; ma si è mostrato che, facendo 
crescere indefinitamente ;, la misura di (8^. tende a o. Si ha dunque la proposizione 
enunciata al principio del n° 41. 

Confrontando questo risultato con l'osservazione del n° 4 relativa all'imposizione 
della condizione (3), segue che, comunque ancora nulla si conosca circa le derivate 
della V nei punti dell'aggregato ^^ + j8i> > si può però fin d'ora considerare la fun- 
zione V come appartenente al campo funzionale \u\, 

43. È ora facile dimostrare che Vintegrale di Dirichlet, esteso al campo r, calcolato 
per la futiT^ione v vale precisamente d. Richiamando le notazioni del n** ^% si indichi 

con ^\^, l'aggregato analogo a ^].^ rispetto alla serie X { -^^ 3-^ I e si ponga 

Ol) Ol) 

In r^3 — jj^ (qualunque sia ;) convergono uniformemente (n° 40) a ^ e a ^— le 
serie 

dx^^\dx dx) dy ^ ^\ dy dyf' 

vale a dire le derivate ^, ^^r— * tendono uniformemente a -:r— , -r- col crescere di t; 
o X dy ax ay 

e l'aggregato ^j può rendersi piccolo a piacere, facendo crescere ; sufficientemente. 

D'altra parte si ponga, al solito, /(f •) = ti -f~ ^»5 qualunque sia i, d'\'B.è inferiore 

ad un numero finito D (che si può supporre prossimo quanto si vuole a d) : ne segue 

che, assegnato un numero t^ arbitrario, si può determinare un numero M <C 1/ — I 
ed un aggregato ^Jf^., di misura superficiale < t tale che in r — Jf,-, 5-^ e 3-? siano 

<C /, ; e tenendo conto della convergenza uniforme delle -r— ^ , ^* in Te — j5y , si può 

anzi supporre che l'aggregato comune a ^.. e a Te — ^j sia il medesimo, almeno per 
tutti i valori di i superiori ad un certo. Indicheremo con J|. questo aggregato fisso 

(con ;) e supporremo lim z. = o. In Toy — ^j — 4f ; ' { T"* ) ^ { X"* ) convergono 

(dvV /dv\ 
\dx) ' [dyì 



anch'esse uniformemente a ( ^.— 1 , ( ^:- | onde si ha 



■ I àvdxdy =:^\im 1 j Iv.dxdy 

^ a 17 fcnembre 1906. 
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e quindi 

id — f j^vdxdy = lim J«f + e. — j i\t\dxdy'^ = Um f Csv^dxaj 
= ff^ Î'. dxdy-^.'xj' fis f... -\v;)dx dy, 

dove « è un intero arbitrario. 
Ora si ha 

j J (-^f,-, - \v,)dxdy = J y^v(f... — fi, f... + v,)dxdy 

= ^//^C''.^. - ''•.' ■^'y^ày+JJ\(y,^^ — v.^dxdy ; 

quindi, applicando al primo integrale la disuguaglianza 



I ff^(uv)dxdy' Z, i/f fludxdy.Jfsvdxdy *), 



*) Questa disuguaglianza si deduce agevolmente da quella nota di Schwarz. Essa si estende i£ 

modo ovvio agli integrali del Lebesgue. Si decompongano infatti gli intelaili dì variabiliti i 

òu òv òli òv . . ... ..... V .. . . i .^ 

■^— , TT—, -r — , vr- m miervalli parziali di ampiezza Z. * mediante i numen m^ 1 i=o, m.- < m.^,, 
ôx' òjc' d> òv * * — M T' ' »^ »*' 

w -, , — '»i ^ * ) *-* si chiami a,^ la misura dell'aggregato in cui 

. òtt ^ . dì" . 

'''. ^ y7 < "'.^1 »^^ '", f^ -^ < '";-. ' 

e ß la misura dell'aggregato in cui 

'»i^jy<^i*i ^ '",^-^< '"/-ri- 

sarà 

J Jtiudxdy = lim 2^ m^û.^ + {i.^ ), J*j\\ r^x J v = Um ^ mj(at,^ + ß,^). 

Quindi 

\jj V(«ì')^-^^ V = l^X "*» '"/ ^r "'i(».; *r, + P.;*ri + ». Pr, + P., Pri ) 
La/ •/ iJ ^jff 

ff Hudxdy. ce \vdxd y = lim J m j m] (a.. • a„ + p;^ ï„ + a..^ p,. + ß .^ ß,, ) 

= ïui Z "T ^""^ '"^ + '"^ '"/^ ^*'^ *"' + ^'J *"' + *•> ^'' "^ ^'^ ^"^ ^* 

Basta allora osservare che, qualunque siano i numeri wi- , m , m^ , m^ si ha sempre, 

w, m m^ m, ^ — (mj fw^ -f" wj mp 
per concluderne la disuguaglianza enunciata. 
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e al secondo il Lemma del n° 31 : 



^ 2 \/d + 7.m^ 1/r+T 4- 66, (I + r) [dr. (fl)] 

qualunque sia il campo d'integrazione contenuto in r. 

Tosto che n è abbastanza elevato, i termini della serie ^ (2 |/^d+e. ^^^+66 ./F^-T) 

immn 

sono minori dei termini della serie ^ 5 yD |/6,. = j yS X ( ""^ ) * ^ ^^^ stessa è 

quindi convergente ed anzi, assumendo n sufficientemente grande, si può rendere la sua 
somma arbitrariamente piccola. Si può quindi rendere arbitrariamente piccolo 

assumendo n maggiore di un numero assegnabile, indipendentemente dal valore di /. 
Si deduce facilmente di qui che 

d — Il Ivdxdy 

tende a o mentre ; tende all'oo . Nell'ipotesi contraria infatti si potrebbe assegnare un 
numero ^ tale che esistano valori di ; arbitrariamente grandi pei quali 



d — / / ùivdxdy 



>+. 



Si assuma allora n abbastanza grande perchè 

e poi X abbastanza grande perchè, per ; ^ j^ 

ff^vjxdy<:^ 
''-^f^;^ 3 i-Si 

(il che è possibile perchè, tendendo ; a 00 la misura di r — T^. -f- ^. -j- ^. tende a o); 
il modulo del 2° membro della (z) sarà allora <; ^ per ogni ; ^ y, mentre per ipotesi, 
dovrebbero esistere valori di ;^x P^^ ^^^ ^' modulo del primo membro sarebbe >^. 

Si ha dunque 
(15) d = lim / / \vdxdy =1 / / àvdxdy, 

;=oo J J J J 
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La forinola di Green e ranaliudta deUa funstone v. 

44. La funzione i», che rende minimo l'integrale di Dirichlet esteso al campo r 
pei valori assonati al contorao, renderà evidentemente minimo lo stesso intende esteso 
ad un campo 1 (connesso e quadrabile) contenuto in T, pei valori che essa stessa as- 
sume al contorno di i. Perche, se per tali valori al contomo di 1 un'altra funzione r* 
rendesse minore l'integrale di Dirichlet esteso a i, la funzione uguale a v in T — 2 
e a v' in 1 farebbe assumere all'integrale esteso a tutto V un valore minore che la v, 
E questa funzione sarebbe ancora continua in r : vero è che al contomo di £ potrebbe 
non aver derivate determinate e finite, ma le condizioni fondamentali per cui tali deri- 
vate furono richieste sarebbero ugualmente* soddisfatte (cfr. le osservazioni fatte a tal 
riguardo al n*" 4). D'altra parte, per un sufficientemente piccolo, la funzione mediatrice 
della nuova funzione relativa a farebbe ancora assumere all'int^rale di Dirichlet e- 
steso a r valore minore che la Vy e soddisferebbe inoltre in tutto il campo alle condi- 
zioni di derivabilità richieste per le «. 

Ciò posto, insieme colla ì' si consideri un'altra funzione qualunque v* che soddisfi 
in 1 alle stesse condizioni di continuità e derivabilità, e sia A una funzione analoga che 
si annulli al contorno di 2; Jfe una costante. La funzione v -f- ääv* assume sul contomo 
di 1 gli stessi valori di v: deve quindi essere, qualunque sia k, 

r f\Qi, ^ khv*)dxdy = C fwdxdy + 2k f fx{v, hi^)dxdy + *' /* f^(^hz^)dxdy 

^11 Ivdxdy. 

La disuguaglianza non può esser soddisfatta qualunque sia k se non è 

/ / \(Vy hv*)dxdy = o 

ossia, sviluppando il primo membro mediante la formola d(hv*) = hdv* -\- i^dh, 

1 I v(^> v*)hdxdy = — / / ^(y^ h)v*dxdy. 

2 2 

Si supponga ora che anche la funzione t^ renda minimo l'integrale di Dirichlet esteso 
a 2), pei valori che essa assume al contorno; sarà del pari 

/ / V(^, v*)hdxdy ^= — / / t(ì^j h)vdxdy. 

Si ha quindi 

(20) JJ[^ (V, h)v*-v iv*, h)v]dxdy = t 
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In questa relazione è contenuta, come caso particolare, la formola di Green. 

45. Noi ci limiteremo a fare tal deduzione per un campo particolare che ci sarà 
utile in seguito. Siano cioè C e C" due circonferenze interne a F, e la seconda interna 
alla prima; siano {x'y'), (^">'") i 1°^^ centri rispettivi e p', p" i loro raggi. Si ponga 
(;c - xj + - yj = r'^ Ä' = p'^ - r'^ 

(^ - n' + (V - y y = r"\ *" = ^ - ^, 

Si applichi la formula (20) al campo i compreso fra i due cerchi e alla funzione h ora 
definita; si otterrà 

{a) f f[\{y, Ä>*— v(t^*, V)v\h"dxdy-\-f f[v(v, /;'>*_v(t/*, h'')v]h'dxdy = o. 

il ^ 

Ora si ha 

— = -2r cos(xr'), jy = - 2r' cos(yr), 

ah" 2 . „. dh" 2 . ,,. 

-57^ = p73Cos(xr'), -^ = ^cos(;yr ), 

e quindi, se si suppone per un isunte che nell'area 1 esistano le derivate di z; e v* se- 
condo tutte le direzioni, e siano legate dalla relazione fondamentale (2), 

V(t^, h') = - 2r'^, , vK Ä') = - 2r'^-- , 

Se allora si trasforma il primo integrale della {a) nelle coordinate polari (f'ç') e 
il secondo nelle coordinate (r"<p") si ottiene 

\ S 

Siano D' e D" due cerchi interni a 2 e di centri rispettivi (x'y')^ (x"y''); si chia- 
mino e', g" i loro raggi, e y', y" le aree comprese rispettivamente fra C" e D' e fra 
C e D". La (b) si può scrivere 
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La formub vale qualunque siano i raggi p' > c', p" <Cff"; derivando i due membri 
rappono a p' e a p", ossenando che i primi termini dei due membri ban derivata niilh 
essendo indipendenti l'uno da p', l'altro da p", e ponendo poi r' = p', r" == p", si 
ottiene 



ossia 



ed infine, chiamando ds' e ds" i differenziali dell'arco sulle circonferenze C, C" 

{ds' = f'd^', dr = f"df'): 

(=■> X('-|^-|V')--i(«'a^'.-«f?.)''- = - 

La formula (21) e precisamente la formola di Green per l'area i compresa fh 
i cerchi C e C". Se si conviene di assumere positivi sopra C e C" sempre i versi 
che lasciano l'area i da una stessa parte, il secondo integrale dovrà cambiare di segno, 
secondo l'uso più invalso. 

46. Unica liniiLizionc alla validità di questa formola resta l'ipotesi relativa all'esi- 
stenza in 1 delle ~ ' "/^ " ;^ "'"' ' 5~^' ^ ^^^^ ^^^^ dipendenza dalle derivate rapporto 

ad X ed V. A Lai proposito basta fare l'osservazione seguente. 
Ritorniamo alla fuiìzione v definita nei §§ precedenti : 

V = lim v^ 

Ì--V. 

e inìmaginiamo riferite le v. e la v alle coordinate polari (r'f»'); essendo 

si possono ripetere per la serie Z^~ts~> '^ considerazioni medesime fatte per le serie 

>_ -^ , 2_ 5" » ^^^^ ^^^^ convergente m tutti 1 punn di T in cui convergono queste 
ultiiììe, e si avrà in essi 

Ö ;' + 4. ^y = ^^. ^os (x r ) + u'^ cos 0' r ). 

L'aggregato dei valori di 9' cui corrispondono rette in cui l'aj •*« punti 

nei quali questa serie non converge ha misura lineare non nulla, ntsun 

nulla; e per gli altri valori di <p' si dimostra, ragi* 1 p 



SUL PRINCIPIO DI DIRICHLET. 35 1 



Ogni punto delle rette corrispondenti, fatta astrazione dai punti di un aggregato di mi- 
sura lineare nulla, la serie medesima converge al valore di ^ — . Ne segue che l'aggre- 
gato di tutti i punti di T in cui non si può affermare l'esistenza di qualcuna delle deri- 
vate ^— , .^— , ^--, , ovvero non si può affermare fra queste derivate la relazione 

dx' dy or '^ ^ 

^— ^ = ^ cos (xr') -\-^cos(jr') (somma di tre aggregati di misura nulla), ha misura 

superficiale nulla. Tenendo conto della validità delle considerazioni analoghe per la fun- 
zione v*^ e parimenti, per l'una e l'altra funzione, per le coordinate (r"cp"), si vede 
che è pienamente concessa la trasformazione della formola (^ä) nella (i), purché s'in- 
tenda che nell'integrazione debbano trascurarsi i punti dei detti aggregati di misura nulla. 
E varrà pure la (e) coU'unica avvertenza che negli intervalli g' . . . p', p" ... <s" 
debbano trascurarsi quei valori di r' q r" rispettivamente per cui, sulle corrispondenti 
circonferenze, l'aggregato dei punti in cui non è permessa la trasformazione 



ha misura (lineare) > o. Questi valori di r' er" costituiscono aggregati di misura nulla. 

Infine al più per un aggregato di valori di p' e di p" avente misura nulla non è 
permesso di affermare che la derivata dell'integrale sia il valore dell'integrando *), e 
quindi può cadere in dubbio il passaggio dalla formola (e) alla (d). 

Riassumendo, la formola (21) ha pieno valore per ogni coppia di cerchi Ce C" 
di centri rispettivamente (x'j''), (x"}'"), fatta al più eccezione per un aggregato di 
cerchi i cui raggi costituiscono un aggregato di misura nulla. 

47. La formula (21) permette ora, con procedimenti noti, — salvi pochi comple- 
menti, — di dimostrare l'esistenza delle derivate prime di v in tutti i punti di r, e poi 
l'esistenza delle derivate successive, vale a dire l'analiticità di v. 

Si ponga anzitutto in (21) x/* = i : si ottiene 

Il cerchio C" era, per ipotesi, interno a C; ma si consideri ancora un altro cer- 
chio qualunque C" interno a C : varrà l'uguaglianza analoga alla (e) ove si mutino 
gli apici " in '" : quindi ancora 

esteso a una qualunque circonferen:^a contenuta in f, escluse al più fra le circonferenze 



LlBBSGUE, Leçons f etc., loco citato, pp. 123-124 ; Levi, Ricerche sopra le funzioni derivate^ 
^à. n° I. 
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di determinato centro, quelle di un aggregato di misura nulla, ha dunque un valor £^ 
stante. Si chiami A' qucsu costante, C un cerchio variabile di centro (xjr) da fissarsi 
convenientemente, r il suo raggio ; si avrà (trascurando al bisogno, nell'integrazione, i 

valori di r deirinter\'aIlo o ... r per cui cade in dubbio Tuguaglianza 1 ^-ds = X): 

Inoltre 

dv 

— z^lAì', rdrdrj = d^s^ 
or — 

indicando con d^ l'elemento d'arca; quindi, se C* è il campo intemo al cerchio òi 
centro (a v) e ragpo r,. 



f/l-;- 'ari, ^ ff, i-ä, ^ ]f-,fj\vä. 

e C 

Scegliendo convenientemente il punto (a vj si può sempre supporre 



// 



M'd's^d^^; 



quindi ancora 



A' r , < t: r' j/-^ ossia A' < t: r^ j/ — . 
(hz ia cosunic A' ê indipendente da r ; deve dunque essere 

^22 j A' = / ^- c/i = o. 

J, or 

^8 '>*: ::>'r.i i jvnic nella tornu>Ia (21) ;* = iog r" e si ta tendere a o il cerchio 
^/ ■ >. v:..:.'o ;. re ente !a ìormola (22), si osserwi ancora che, per la convergenza 
-..'..■..'. :•,..;! >:r:i. ^;4;. la funzione :■ e coniini:a, si ottiene la formoia fundamental 






e liOtt, la derivabilità e Tanaliticità della :■. Basterà cioè osser\-arc che. 

'/'y nitro a C. log r" e - -.-" - - s^^^no iLimitatamente derivaribili e s\Tlup- 

or 

:; forme in (x''\"). Secuc allora del pari che :• soddisfa all'equazione 



V II. 



Semplificazione delle condizioni al contomo. 

49. Si e SL;jposto fin qui che la funzione m(ì) dei valori assonati aJ tio fosse 

limitata, ti amr:ic::es:x; derivata rispetto all'arco s in o noiuta. ooni 

"^ducono in modo noto a.runica che «(i) iw w *" 
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diante l'applicazione del teorema dell'HARNACK *). La funzione u(/) può infatti espri- 
mersi allora come somma di una serie uniformemente convergente di polinomi di s. 
Sia u(^s) = ^T^Xs). Ciascuno dei polinomi iz. soddisfa evidentemente alle condizioni 
richieste ad uÇs) nei § precedenti. A ciascuno di essi, per quanto è stato detto fin qui, 
si può far corrispondere una funzione armonica U^{xy) che assuma sul contorno il 
valore di 7^,(5): ora il teorema dell'HARNACK ci permette d'affermare che la serie X^iC-^) 
convergerà uniformente in tutto r e rappresenterà in esso una funzione armonica assu- 
mente al contorno i valori di w(i). È noto che questa funzione farà assumere all'inte- 
grale I(u) il valor minimo compatibile coi dati valori al contorno, tosto che di tal mi- 
nimo si possa parlare: basta perciò che tale integrale non risulti infinito per tutte le 
funzioni del campo **). 



Torino, marzo 1906. 



Beppo Levi. 



NOTA. 
Sul campo funzionale. 

50. Ritornando con uno sguardo d'insieme, ai risultati del presente studio, pos- 
siamo (a parte la questione di metodo ch'è pure scopo precipuo di esso) riassumerli 
nell'enunciato : 

Dato un campo F, limitato da una curva e, rettificabile, e soddisfaunte alle condi- 
Xioni di convessità relativa definite ut/ § 4, e data una funzione continua finita m (5) 
dell'arco s di e, esiste una fun:^ione u, definita nel campo F, assumente sopra e i valori 
di u{s) ed appartenente al campo funktionale \u\ definito al ^ ^^ e che all'integrale 

fa assumere il valore, limite inferiore dei valori che Vintegrale medesimo assume per tutte 
le funzioni di \u\ che sopra e assumono i valori di m (5). 

Tale fun:(ione h analitica. 

E si è osservato che U campo funzionale \u\ è estesissimo e le condizioni cui deve 
soddisfare una funzione per appartenere ad esso sono quasi quelle sole che occorrono 
perchè abbia senso l'integrale /(m). In particolare non si richiede alle funzioni del campo 



*) DU Grundlagen der Theorie des logaritmischen Potentiales und der eindeutigen Potentialfunktionen, 
67. — Vedi pure Picard, Traité d'Analyse, tome II, pp. 56-57. 
*^ Cfr. Hedrick, Inaug.-diss. citata, pag. 73. 

- Palermo, t. XXII ( 1906). — Stampato il a8 settembre 1906. ^ 4$ 
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\h\ di aver derivate determinate rispetto alla x e alla y in ogni punto di r, e sob di 
soddisfare alla relazione 

sulle rette y = cost, convenientemente generiche ; e all'analoga, collo scambio delle let- 
tere X, y. 

É questa Tunica condizione in qualche modo inessenziale alla questione. 

Ma quando si pone ordinariamente il problema di DmiCHLET, il campo funzicmak 
cui ci si riferisce è assai più ristretto : per io meno si chiede che le funi^ioni del campo 
ammettano derivata in cfgni punto. Voglio qui rilevare come, quando tal condizione sia 
imposta al campo funzionale, cui si suppone appartenere la u, la condizione (3) prende 
un valore essenziale in quanto : 

Fra le f unisoni dei campo \\n\\ — che in of^9ii punto di V hanno derivate determi- 
nate rapporto ad x e ad y, assumono su e i valori di u(^s\ e per cui ha senso VinU- 
graie I(jì)', ma che non sono legate alla condi:^ione (^j) e all'analoga in y — non ne esisti 
una che alVifitegrale /(/<) faccia assumere il valore limite inferiore dei valori ch'esso as- 
sume per tutte le fun:(ioni di \\u\\. 

51. Premettiamo un'osserv^azione : l'integrale /(«) non può esser nullo per alcuna 
fuuTiione di \\u\\ che non sia // = cost. Questa funzione è esclusa evidentemente dal 
campo funzionale considerato se non è u (5) = cost. 
Invero da /(w) =^ o segue che 

e quindi che tanto ^ quanto ^r— sono nulle in ogni punto di T, ad eccezione, al 

più, per i punti di un aggregato di misura (superficiale) nulla. Di qui ancora, sopra 
ciascuna retta y := cost., fatta eccezione al j)iù per quelle di un aggregato di misura 

nulla, è ^- = o in ogni punto, fatta eccezione al più per un aggregato di punti di 
o X 

misura (lineare) nulla. Analogamente {">er la ^-- , previo lo scambio delle lettere x, )'. 

Ora, ho dimostrato altrove *) che se una funzione ha derivata determinata ovun- 
que, e nulla per tutti i valori delia variabile ad eccezione al più per quelli di un ag- 
gregato di misura nulla, tal derivata è nulla senza eccezione per tutti i valori della va- 
riabile. Dunque la nostra funzione // e costante su tutte le rette x = cost, e su tune 
le rette y = cost., fatta al più eccezione, rispetto a ciascuno di questi sistemi di rene, 
per un aggregato di misura nulla. Il dubbio di tale eccezione si elimina subito ; sia 
infatti X = X ^ una retta sulla quale la // (x„ )•) sia costante, x =^ x^ un'altra qualunque 
retta del primo sistema. Poiché, per tutti gli y che non appartengono ad un determi- 



*) Ricerche sulle funzioni derh'atc, loco citato, n^ 6, p. 682. 
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nato aggregato di misura nulla u(xy) è costante, rispetto alla x variabile, sarà per 
tutti questi j, uÇx^ v)i=«(x^y); quindi uÇx^y) è anch'essa costante rispetto alla y va- 
riabile, fatta al più eccezione per un aggregato di misura nulla di valori di y. Allora, 
riapplicando la proposizione ricordata pocanzi si conclude che u(^x^y) è costante asso- 
lutamente, ed uguale a u(x^y). 

52. Dopo ciò sarà provata la proposizione finale del n** 50 se mostreremo che, 
mediante funzioni u di \\u\\ si pub far assumere a /(w) valori arbitrariamente piccoli, 
il cui limite inferiore è quindi zero. Si riuscirà a ciò modificando leggermente l'esempio 
dei n' 6 e 7, in modo da sostituire alla f{xy) del n° 7 una funzione che abbia, ri- 
spetto ad X e rispetto ad y^ la derivata in ogni punto. 

Si consideri ancora la funzione »{/(x; «) definita al n° 6. Si chiamino punti C i 
punti limiti di successioni di punti B aventi la stessa ascissa: con tutta precisione, in- 
dicato con N un gruppo qualunque di v indici formato coi numeri i, 2, . . . , n, dei 
quali i due ultimi non siano entrambi i si ponga 

Si indichi inoltre con N^ il gruppo che risulta da N diminuendo di un'unità l'ul- 
timo indice, se questo è > i, e sopprimendolo se è =1; con v^ il numero degli in- 
dici del gruppo No. I segmenti rettilinei A^lÇ'^ 0%"^^ rappresentano i tratti di costanza 
della funzione ^(x; n). Si ponga 

e si chiami y^ (x ; w) una funzione definita nell'intervallo x^ . . . x^r , ed in esso con- 
tinua e derivabile, con derivata in ogni punto, che può essere ovunque finita, ad ecce- 
zione dei due estremi x^. , x^ ove la derivata — rispettivamente derivata a destra e a 
sinistra, poiché questi punti sono punti d'arresto per la Xn(^> ^) — ^^ ="h^> sì 
supponga inoltre che 

Xn(^n; «) = XnT-^n; «) = tjs^ 
e che la Xa(-^5 ^) medesima dipenda ancora da un parametro Wj^ di cui si possa di- 
sporre in modo che, in tutto l'intervallo x^ ... x^, |Xn(-^> ^) — ^'| resti piccolo a 

piacere, e sia / I J^^ j dx <i Il(«)(x^r — x^) dove n(n) è una costante qualun- 

que (di cui si può disporre arbitrariamente). 

Potrà servire a tal uopo per es. la funzione cosi definita *): 



*) Secondo k descrizione precedente delle proprietà essenziali della funzione y j^r {x ; «), basta sce- 
gliere per essa una tale che la curva rappresentativa si distenda ad S sufficientemente appiattita fra i 
punti A^^^~^ > A~' • L'espressione qui indicata, eccessivamente artificiosa a tale scopo, soddisfa all'ul- 
terior condizione che la funzione ^(jc; n) definita, mediante la ^(x; «) e le y j^ (a; «), nelle linee se- 
guenti del testo soddisfi in ogni p*" '* derivata infinita, alla condizione 
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*v + *v - 



Xsi^l «) = ^ + (* - xx)^"'[i - (^^7=^)'']' 

X(„)=i_ 1^^ . 

^ ^ log n + log 2 

Si fissi ora arbitrariamente un numero e e si scelga iz^^r in modo che 

e si consideri la funzione <p(x; n) continua, che in ogni intervallo X;^. ... x^- coindde 
colla corrispondente X\(*> ^) ^ (conseguentemente) nell'aggregato complementare a 
questi intervalli coindde colla ^{x; n). La ç(jc; n) ammetterà derivata determinata in 
ogni punto dell'inter\'allo di definizione o . . . i, e precisamente derivata infinita nei 
punti Xj^j Xf^r e nei loro punti di condensazione *). Si ha inoltre 

53. Ciò posto, si consideri di nuovo, come al n° 7, il campo T costituito dal ret- 
tangolo (i, o)( — I, o)(i, i)( — I, i), colla medesima distribuzione di valori al con- 
torno e si consideri la funzione f{xy) definita in V colla stessa legge che al n° 7, ove 
solo si sostituisca la presente funzione 9 alla ^ d'allora. 



condizione che, per molti riguardi, deve considerarsi come completamento necessario all'ipotesi dell'e- 
sistenza della derivata in ogni punto. Cfr. in proposito la mia Nota : Sulle funzioni che hanno derivate 
in ogni punto [Rend, della R. Acc. dei Lincei, s. V, voL XV (2° sem. 1906)]. 
Per la /,^(*; ») qui definita si ha 



max|/j^'(A:; n) — i^\ < 



I Ut; 



e X(ft) 
e quindi costantemente 

tosto che SI scelga 

Tu;,. <a(«)7)^r. 

Sì ha inoltre 

J,,\dx/ \ 2 ) bX(«)-I 2X(«)+1lj,-'l"'"'2T(»)+2,t'^,-li' 

A 

espressione che tende a zero con continuità con Tr^r e si può quindi rendere < lHn){xi^ — jcj^r) sce- 
gliendo TTj^- sufficientemente piccolo. 

•) La limitazione imposta or ora al Ixa(*Ì ») — ^.v! ha precisamente per iscopo di permettcfc 
questa affermazione della derivabilità senza eccezione. Per soddisfare nel modo più ovvio alle 1 
condizioni di cui si parlò nella nota precedente, si potrà assegnare, al parametro *" 
funzione yj^ (x ; n) sopra definita, il medesimo valore per tutti quegli N per 
ha la stessa lunghezza. 
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Sarà: 

_ ^ r'[/ (o>) - i]L/(o:y)-/(o>,) ]/(o>.) . r' d<fCi-x;n) ^^ 

Tutte le funzioni da integrarsi sono qui < i : dunque infine 
ff{^)'dxdy<2nin)-\-2y,. 

Similmente 

__n(m)__ 

■^ ^MilìigQdo dunque 

"(">) 



''""<^i"«+=ì/(^--j'+ 
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Ora si possono schliere m^ y^ *), II (n), II (m) per modo che ciascuno degli ad- 
dendi del 2° membro risulti piccolo a piacere, e risulti quindi arbitrariamente piccolo 
l'integrale di Dirichlet calcolato nel campo r per la funzione /. 

Torino, 23 agosto 1906. 

Beppo Levi. 
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Per comodità del lettore raccolgo i principali segni usati nel lavoro col significato con cui essi si 
ripetono. Osservo però che occasionalmente qualcuno di questi segni assume per brevi tratti del lavoro 
significato diverso, ma il nuovo significato è allora dichiarato esplicitamente e si conserva solo per ou- 
mcri immediatamente connessi fra loro per situazione e per continuità di ragionamento. 

A area del campo ; 

a = Tip* area del cerchio Ä; 

e contorno di V (linea sulla quale sono dati i valori della funzione incognita); 

cg^.Q curva omotetica di e rispetto al centro (;rj) e al rapporto d'omotetia — TTä (^*^ ^>)» 

c^ inviluppo intemo delle curve (^£t.0*> 

(^(xy\()) area omotetica di F rispetto al centro (xy) e al rapporto d'omotetia — (n° 15); 

e(xy\f}) cur\'a omotetica di e rispetto al centro (x y) e al rapporto d'omotetia — (n*' 18): 

F campo del piano (x y) nel qu;ile la funzione incognita deve soddisfare alla proprietà di minin'iO; 

yt^Q campo intemo a cg^j,; 

Fft campo intemo a c^ ; 

d limite inferiore di I(u) pei valori di u assegnati su e ; 

-=(lì)'+(l7)' 

^^"^^~" ôT d7^" ôy dv ' 

/; limite superiore del rapporto fra un arco di e sufficientemente piccolo e la sua corda (n** 11); 

*) Si può fare in modo che la scelta di v, si faccia indipendentemente dal valore di II («) pcdh 
dendo y^ nell'aggregato di variabilità di '|(i — y\ m); nella contraria ipotesi la scelta di jF, e fKh 
di Il(m) concorrono nella determinazione di f(py^ ) — i e si legano quindi mutuameole. 
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Ä: = , 9o limite inferiore dell'angolo fra una corda di e e la tangente a r da un suo estremo 

sencpo TO D 



Cn** i8, 2» nota); 



K = — V^q* A -(- 6p* costante del campo F (n° 34); 

P 

I(u)= C C^udxdy\ 

L lunghezza di e; 

A corda massima di e ; 

M, = v.^^ — V,. (n° 39); 

^ limite superiore di \u(s)\ e di |m|; 

o» ,. . j. du(s) 

fg, limite supenore di 



ds 

O centro dd R; 

p minima distanza di e dal centro di R ; 
q massima distanza di e dal centro di R ; 

Q = (2 + 7c + Ä) + 3|IÄ*, costante del problema (n° 19) ; 

R cerchio rispetto ai punti del quale e è convessa; 
r circonferenza di R ; 
p raggio di R ; 

iftW figure omotetiche di Ä e di r rispetto al centro (jc^) e al rapporto — 6 (n° 15); 

g'Cxjyie) area di R interna a (!{(*> 16) (n° 15); 
g(jcjylO) area di R estema a (HC^^lO) (n° 15); 

g*(x^|Ô) differisce da ^(*>'|Ô) per un aggregato di misura superficiale nulla. — Cfr., per la più 
esatta definizione, n^ 22 a. 

r= 4LA^^ Ar* , costante del problema (n** 28); 

J u I campo funzionale (n° 4) ; 

lJ{xy\(ì) funzione mediatrice di u rispetto al numero 6 (n** 15); 

v = limt/,- funzione soddisfacente alla condizione di minimo (n** 38); 

tasOO 

sen cp = —, cos — -j/ = — (n° io). 
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SUR LES FONCTIONS HARMONIQUES À TROIS GROUPES DE PÉRIODES; 

Par M. Paul Appell (Paris). 



Adunanza dell'i i novembre 1906. 



1. Un récent article de M. Luciano Orlando, ((Sopra alcune funzioni analoghe 
alla funzione di Green per un parallelepipedo^ rettangolo » *), a ramené mon attention 
vers des recherches, qui remontent à plus de vingt ans, dans lesquelles j'ai cherché à 
faire une théorie analytique des fonctions harmoniques **), avec quelques applications 
à la Physique mathématique ***). Ces applications qui s'étendent à des cas plus généraux 
que celui que M. Orlando a traité, reposent sur l'emploi d'un élément analytique, 
Z(x, y, :(), qui permet d'éviter les séries non absolument convergentes. 

Je ne veux pas revenir ici sur ces applications ; je me propose seulement de déve- 
lopper quelques propriétés des fonctions harmoniques triplement périodiques et d'un 
élément analytique C(x, y^ ;(), plus simple, à certains égards, que l'élément Z(x, y^ z) 
dont j'ai fait antérieurement usage. 

2. Fonctions harmoniques triplement périodiques, — Soient jc, y^ z. l^s coordonnées 
rectangulaires d'un point variable, l'origine, a^ b^ c; a' y b\ c' ; a", b'% c" les coor- 
données de trois points fixes A, A\ A" choisis de telle façon que les vecteurs OA^ 
0A\ OA" forment un trièdre. Une fonction harmonique uniforme FÇ^x^y^ z) est dite 
triplement périodique, quand elle vérifie les identités 

/ F(x + a, ;y + *, t + = ^(*. y^ 0» 
(0 Fix + a\ y + b\ z + n= F(x, y, 0, 

f F{x + a'\ y + *", i + n = F(x, y, 0- 
Si Ton considère les points ayant pour coordonnées 

x^-\'ma+m'a'+m"a'\ 
y^-l-mb + m'y+m'^b^'y 



*) Dans ces Rendiconti, t. XIX (1905), pp. 62-65. 

**) Sur les fonctions de trois variables réelles satisfaisant à l'équation différentielle A F =: o [Acta 
Mathematica, t. IV (1884), pp. 313-374]. 

***) Sur quelques applications de la fonction Z{x, v, i) à la Physique mathématique [Acta Mathema- 
tia^ t. VIII (1886), pp. 265-294J. Voyez également : Développements en séries trigonomé triques de certaines 
siUms périodiques vérifiant l'équation AF= o [Journal de Mathématiques pures et appliquées, 4' serie, 
•»>. pp. S-52J. 

■% t. XXII (lyoé). - Stampato il 28 settembre iyu6. 46 
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OÙ m, m', m" sont des entiers prenant toutes les valeurs possibles de — 00 à -}-«>, 
ces points forment les sommets d'un roseau de parallélépipèdes remplissant tout l'espace, 
égaux au parallélépipède construit sur OA, 0A\ OA", Les relations (i) expriment 
que la fonction harmonique F reprend les mêmes valeurs aux points homologues des 
parallélépipèdes du réseau. L'un de ces parallélépipèdes, par exemple celui qui contient 
l'origine, sera appelé le parallélépipède élémentaire. 

3. Fonction Z. — Ceci posé, l'élément analytique servant à exprimer les fonctions 
F est défini comme il suit. 

Posons 

ia^= ma-}- m' a' -j- ''*" ^'S 
c^ =mc -{-m'c' +m''c", 
où les nombres w, m'y m" prennent toutes les valeurs entières de — 00 à -f- 00, zéro 
compris; puis ^ 

p = + ^: + »î + gî> 

R = + V(x- aj -f (> - *,)' + a - 0% 

La fonction Z(x, y, ^ est défìnie par la série 

(3) Z(x, 3-, ^) = i- + 2!' [if — p — y cos 9 — ^, (5 cos' 9 — i)J , 

où ^' désigne une sommation étendue i toutes les valeurs des entiers m, m', m", 

la combinaison 

m ■=■ m' =: m" =: o 
étant seule exceptée. La série 

r ^^ R 
étant évidemment divergente, les termes retranchés de — ^^ dans le terme général de b 

série (3) constituent un polynôme harmonique du second degré en .x, y, :(, choisi de 
façon à rendre la série (3) absolument convergente en tous les points x, y, :^ distincts 
de l'origine et des points ^^ , è^ , c^ . Ces derniers points sont des pôles de la fonction 
Z avec le résidu -f- I5 d'après la terminologie que j'ai employée dans les mémoires 
cités: cela veut dire qu'au point a^, i^, c^ la fonction Z devient infinie comme -«- 

A 

et à l'origine comme — . La fonction Z a ainsi un pôle, et un seul, dans chaque pa- 
rallélépipède du réseau. 

La fonction harmonique Z(x, y, :() vérifie les identités *^ 

(4) ^(— X, —y,—7i) = Z(x, y, 0; 
Z(x + a, y + ^ ^ + c) =ZGv, y, + ^^ + Bj 

(5) ^ Z(x + a', y + /;', ^ + r') ■--- Z(.v, y, + A'x + B'y 

^(^ + ^'\ y + ^", ^ + n = ^(^-, y, + ^"^ + Ä" 
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(6) 



où A, B, C, E, . . . sont des constantes vérifiant les relations 

l Aa' -\- Bb' -\-Cc' =A'a -\-B'b -\- Ce, 
j A'a"-\- B'b"-\- C'c"= A"a'-\- B"b'-\- C"c', 
( A" a -\- B" b -^ C" c = Aa" \- Bb" -\- Ce"; 

l E = \(^Aa -{.Bb + Ce), 

(7) ( E' = \{A^a' -\.B'b' +C'0, 

( E"= -i(^"tf"-f B"*"-f Ce"). 

4. Fonction K- — Les propriétés que nous venons de rappeler conduisent à intro- 
duire une nouvelle fonction C (x, y, possédant des propriétés plus simples et pouvant 
remplacer Z(x, y, i) dans toutes les applications que j'ai indiquées. 

A cet effet, considérons une forme quadratique 

(8) Kx, y,i) = Lx' + L'f + L"i' -f iMy^-^-iM'zx + 2M"xy; 

nous allons montrer qu'on peut déterminer les coefficients L, L\ L\ M, M', M" 
de telle façon que la forme /(a-, y^ ;() vérifie des relations identiques à (5) : 

(/(^ + «, y + b, t + O =Kx,y,i) + Ax +By + C^ + £, 

(9) fix -\-a', y + b', i + O =/(x, ;y, + ^'x + B'y + C'^ + F, 
(/(x + «",> + *", K-l-n=Kx,y, + ^"x + ß"> + C"^ + F'. 
D'après la formule de Taylor, ces relations équivalent aux suivantes : 

( /.(«, ^ = ^» /;(«, b, = 5, /Xa, t, = C, 

(10) fAa', b', C) = ^', /,,(«', *', O = 5', /,,(a', *', O = C, 
f /.„(a", *", c") = A", f,,.{a", b", e") = B", /,„(a", *", c") = C"; 

(I i) /(fl, t, c) = £, /(a', ft', e') = E', /(a", ft", e") = E". 

Les neuf équations linéaires (10) doivent déterminer L, L\ L\ M, M', M": ces 
neuf équations sont compatibles à cause des relations (6) qui lient Ay Bj Cj . . . Les 
coefficients L, L', L", M, M\ M" étant calculés à Taide des équations (10), les rela- 
tions (7) donnent, par exemple, 

E=T«-\-i'n + cf;), 

c'est-à-dire 

E =f(a, ft, c), 

d'après l'identité d'EuLER. Les relations (ii) sont donc satisfaites. 
La forme quadratique f(x, y, z^ étant ainsi déterminée, posons 

(12) C(x, y, = Zix, y, 7Ì) -f{x, y, 0- 

Cette nouvelle fonction possède alors les propriétés suivantes : 

1° ^(- X, — y, — x) = C(x, y, 0; 

^ix-\-a, y-\-b, i-\-c) = C(x, >, ^), 
2" ^ C(x + a', y-{- ft', i + c')= Kix, y, 0, 

^ix-^a",y-^b",z.-{-e") = :(ix,y,K); 
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f ll = K, K désignant la constante — 2(L + L' + L")\ 

4° La fonction C admet pour poles de résidus -}- i, le point O et les points 

a^, i^, c^. 

D'après cela, la fonction X, est triplement périodique, mais elle n'est pas harmm- 

que comme Z, car 

est égal à une constante, /T, différente de zéro, dont nous donnons plus loin b vakor, 
tandis que AZ est nul. 

Comme nous Tavons montré dans les mémoires cités, il est impossible de former 
une fonction harmonique triplement périodique avec un seul pôle du premier ordre 
dans le parallélépipède élémentaire: la constante K ne peux donc pas être nulle. 

5. Détermination directe de K. — Considérons le parallélépipède élémentaire P con- 
tenant l'origine : soit S une sphère de rayon très petit t décrite de O conune centre 
Appliquons le théorème de Green à- la fonction X, dans le volume V extérieur i 5 et 
mtérieur à P: 

où la première intégrale est étendue au volume T, la deuxième à la surface du paral- 
lélépipède P, la troisième à celle de la sphère S, la dérivée -^— étant prise suivant la 

normale extérieure au volume V. 

Les limites de ces différentes intégrales se calculent aisément quand t tend vers 
zéro. Appelons D le volume du parallélépipède clcmentaire; on aura 

comme 

la première intégrale est 

elle tend vers KD quand e tend vers zéro. L'intégrale 



IL 



j-d(s 
p dn 



est nulle, car, la fonction ^ étant triplement périodique, les valeurs de -— aux points 

homologues de deux faces opposées du parallélépipède sont égales et de signes contrai- 
res, tandis que les éléments de surface d(T sont égaux. 
Reste l'intégrale 



// 



^ dn 



Dans la sphère S, Ç est de la forme 
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r étant une fonction qui reste finie quand r tend vers zéro. L'intégrale cherchée est 

alors 

^ ~ I 



m 



T^'+m- 



Le second terme tend vers zéro quand e tend vers zéro. Le premier est 

I 



// 



On a donc, en faisant tendre e vers zéro dans la relation (13), 
(14) KD = 4^, K = ^. 

Cette valeur de K pourrait aussi se déduire de la formule établie à la page 359 
de mon premier mémoire du tome IV des Acta. 

6. Expression d'une fonction harmonique triplement périodique avec des pôles donnés. — 
Soit F (a-, y^ :() une fonction harmonique, triplement périodique, ayant, dans le paral- 
lélépipède élémentaire, les pôles simples 

^li yi9 ^l'y ^2y y »9 ^y • ' ' ^py Jipi ^ 
avec les résidus 

Cette fonction est déterminée à une constante près : elle a pour expression 

N désignant une constante. En eflfet, la fonction F ainsi construite est triplement pé- 
riodique, car chacun de ses termes Test: elle est harmonique, car 

et on sait que la somme des résidus Ä, + Ä, + ... + Ä^ est nulle; enfin elle admet 
les pôles indiqués. 

Je me borne ici au cas où il n'existe que des pôles simples. On peut remarquer 
alors que la constante N, dans la formule de décomposition en éléments simples (15), 
est la valeur moyenne de F(x, y^ :Q dans un parallélépipède élémentaire. 

En effet, la fonction ^ étant triplement périodique, l'intégrale triple 



^ = ///C(x,>,0'i^ 



étendue au volume d'un parallélépipède quelconque du réseau a une valeur constante. 
Plus généralement, l'intégrale 

étendue à un parallélépipède du réseau a une valeur constante quelles que soient x^, 

' ^ ^> Multiplions alors les deux membres de la formule (15) par l'élément de vo- 

»^T et intégrons dans un parallélépipède élémentaire : nous aurons, en appelant D 
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le volume de ce parallélépipède, 



m 



Mais, comme la somme des résidus est nulle, on a 

ce qui démontre la proposition. 

7. Relation entre les pôles et les résidus de deux fonctions hwrmoniques triplement pé- 
riodiques, — Soient deux fonctions harmoniques F(x, )^, :() et F'(x, y^ x) admettant ks 
mêmes groupes de périodes: supposons que, dans un parallélépipède élémentaire P, la 
fonction F admette les pôles simples 

^i> )'i> ^i> ^2^ Ji^ K^y • ' • ^py y^y ^ 
de résidus 

iî, , iî, , ... R^\ 

et la fonction F' les pôles simples 

de résidus 

R\^ R\^ ... K^. 

Décrivons, des pôles comme centres, des sphères 

*^i > ^a> ••• *^p> ^i> *^a> ••• *^f 

de rayons infiniment petits, et appliquons la formule de Green, 

au volume compris à l'intérieur du parallélépipède et à l'extérieur des sphères. Nous 
aurons la relation 

= KP'i^., y„ O + KF'(^., v„ O + • • • + RpFX^f, y,^ a 

que Ton pourrait d'ailleurs vérifier directement en décomposant F et F' en éléments 
simples par des formules analogues à (15). 

8. Multiplication des arguments dans la fonction ^. — Soit n un entier positif. La 

fonction 

/i = ?:(wx, ny, ni) 
vérifie la relation 

d'u d'il d'u 

elle admet les trois groupes de périodes 

(a, b, c), (a; h', c'), (a", b", c") 
de ^(x, y, :(). Elle a dans un parallólòpipcde ólómenuire «' pôles simples dont le o- 
bleau est facile à former; le rósidu en chacun de ces pôles fonction 

(16) F(x, y, o = >(«^, »y, «0 — "''"'*• — ^o> 
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est donc, quelles que soient les constantes .v^ , j^ , t^^ une fonction harmonique admet- 
tant les trois groupes de périodes. La formule de décomposition en éléments simples 
(15), appliquée à cette fonction (i6), donnera la formule de la multiplication des ar- 
guments par n. 

9. Existence d'un minimum pour la fonction C. — La fonction Ç(jc, y^ ;() n'est pas 
limitée supérieurement, puisqu'elle devient infinie positive en un point dans chaque pa- 
rallélépipède élémentaire. Mais elle est évidemment limitée inférieurement et elle admet, 
dans chaque parallélépipède, un minimum. 

U serait intéressant de connaître les coordonnées des points où la valeur minimum 
est atteinte. Je me borne à remarquer que les trois dérivées partielles 

V V V 

s'annulent à la fois en tous les points dont les coordonnées sont de la forme 



T^v» T*v» T 



c. 



a ^v 

et qui ne sont pas des pôles de ^ 
On a en effet 

^(.x + ^.y y + K^ ^ + c,) = K(x, y, 

et, comme la fonction C est paire, 

?:(x + a,, y + b^, ^ + c,) = C(— X, —y, — 0- 

E>érivant par rapport à x et appelant ^,(x, y^ :() la dérivée — V^ ? on a 



et, en faisant 



dx 

^,(^ + ^v^ y + Ky ^ + = -^,(— ^, —yy — 0; 



on a 






Cette dernière rektion montre que, si le point de coordonnées -^a^, -^b^, ^c^ 
n'est pas un pôle de C, la dérivée s'annule en ce point. Le même raisonnement s'ap- 
plique à K'y et Î^[, 

Si nous considérons, par exemple, le parallélépipède élémentaire P^ ayant son centre 
en 0, les centres des faces ont pour coordonnées 



±T. 


^ 2 ' 


±T 


±-h 


±r. 


±ç 


±ç. 


±'r. 


±c. 
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OÙ les signes se correspondent; les milieux des arêtes ont pour coordonnées 

, a , a' , b , b' , c c' 

±T±1' ±T±T' =t^±7- 

_L^_I-^ -L^-L^ -L-^-L^ 

±":r±^' i^ri^"^' i^i^^- 

2 2 2 2 2 2 

Enfin les sommets ont pour coordonnées 

±^±i±i, ±u^±ç. ±ç±ç±ç. 

En tous ces points, les trois dérivées partielles s'annulent. 

IO. Impossibilité de l'existence (Fun maximum de ^ en dehors des pâles. — Soit une 
surface fermée s entourant un volume v et contenant dans son intérieur n pôles d€ la 
fonction 2^. Si l'on calcule le flux 

'dX. 



*=œ 



dfj 



à travers cette surface de l'intérieur vers l'extérieur, on trouve par une méthode iden- 
tique à celle du n° 5, 

^ := Kv — 4 «TC. 

En particulier, si la surface s ne contient aucun pôle, w ^ o, 

«l> ■= Kv 
et le flux est positif. 

Dès lors il est absurde d'admettre que la fonction ^ puisse être maximum en un 
point M^ distinct d'un de ses pôles ; car s'il en était ainsi, 'C, devrait diminuer quand on 

s'éloigne de Af^ ; sur la surface de la sphère, » - ne serait jamais positif et le flux <I> à 

travers la sphère de l'intérieur vers l'extérieur serait négatif, ce qui est en contradiction 
avec le résultat précédent. 

II. Cas particulier où le parallélépipède élémentaire est rectangle, — En prenant l'ori- 
gine au centre du parallélépipède et des axes parallèles aux arêtes, nous pouvons poser 

a=2a, /7=o, c=o 

fl' = o, t' = 2 {i, c' =: o 

a"=o, t"=o, c"=2y; 

les faces du parallélépipède ont alors pour équations 

x = ±a, y = ±% x. = ±^. 

Dans ce cas, les constantes ß, C, C, A\ A'\ 5" sont nulles, comme nous l'ax-ons 
montré dans le tome VIII des Acta : la forme quad»- * ^^x^ y^ i) ne renferme que 
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des carrés: 



tf ^ \ l A , , B' , ,C' \ 



La fonction Z(x, y^ i) est alors paire par rapport à chacune des variables x, yj 7i 
séparément: il en est de même de ^(x, y^ ;() qui est égale à Z — /. On a donc 

^(— ^j y^ == ^(^j — y^ = ^(^> j'» — = ^(^» )'> 0- 

Dans ce cas, la fonaion Ç reprend les mêmes valeurs en deux points symétriques 
par rapport à Tune des faces du parallélépipède élémentaire P^ de centre 0. La relation 

C(x + 2a, y, = ^(^. yy 
donne en effet, en changeant x de signe, 

C(2a — X, y, = ^(^J ^'j 
et les deux points x^y^zi 2a- — x, ^'j :( sont symétriques par rapport à la face x = ft. 
Dérivées partielles de C — Soit m un entier quelconque, là relation 

2:(2mct — X, ;y, K) = K(Xy y, 
donne, en dérivant par rapport à x, 

— ?:,(2wa — X, )^, = C,(x, 3^, 
et, en faisant x = m ix, 

^,(^«j y^ = — ^i(^«j >> 0- 
La quantité C, (w a, v, ^^^ ^^^^ ^^^^ ^^ dehors des pôles, et la dérivée ^'^ s'annule 
en tous les points des plans 

x:=0, x = ia, x = i:2a, ... 
qui ne sont pas des pôles. De même, ^'^ s'annule en tous les points des plans 

y = o, y = ±^, y = ±2^y ... 
et ^^ en tous les points des plans 

^=0, ^ = ± Yj ^ = ±2y, ... 
qui ne sont pas des pôles. 

En particulier, dans le parallélépipède élémentaire P^ ayant comme centre, C de- 
vient infini à l'origine ; ^[ s'annule sur les faces x = i; « et en tous les points du 
plan X = o autres que 0; K'y s'annule sur les faces )» = i fi et en tous les points 
du plan y = o autres que 0; s^ s'annule sur les faces :( = db Y ^^ ^° ^^^^ ^^^ points 
du plan :( = o autres que 0. On peut dire aussi qu'en tous les points de la surface 

du parallélépipède élémentaire de centre 0, la dérivée ■— , prise normalement à cette 

surface, est égale à zéro. 

Surfaces de niveau. — Si l'on construit les surfaces de niveau 

^(^> yy 0= Cy 
ces surfaces, pour C = -|- oo se rcduisent à des points placés au pôle et aux pôles 
homologues Ça^ , b^ , c^). Quand C décroit, les surfaces sont d'abord des surfaces fer- 

■. PiiUrmo, t. XXII (1906). — Stampato il 22 ottobre 1906. 47 
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mées, toutes égales, entourant les pôles et admettant pour plans de symétrie les faces 
et les plans de symétrie du parallélépipède P^ et des homologues. Ces surfaces se 
soudent ensuite, par des points coniques, aux centres des faces du parallélépipède P^ et 
des homologues, puis elles coupent orthogonalement les faces de ces parallélépipèdes, 

comme il résulte de ce que -.— est nul sur ces faces. Les lignes de force partent des 

pôles et, sauf quelques lignes exceptionnelles situées dans les plans de symétrie, sortent 
du parallélépipède correspondant, ayant le pôle comme centre, par les sommets. C'est 
donc, vraisemblablement, aux sommets que la fonction ^ est minimum. 

Développement en série trigonométrique. — La fonction particulière que nous consi- 
dérons ici étant périodique par rapport à x, y, 7^ séparément, peut être développée en 
série trigonométrique. Son développement se déduit facilement de ceux que j*ai donnés 
dans le mémoire: <a Développements en séries trigonométriques de certaines fonctions pério- 
diqtus vérifiant V équation \F = o », cité plus haut. On a en effet, d'après les notations 
de ce mémoire (page 36, n° 6) 

Ç(x,>, o = v(*,>, + 4-^' 

(A B' C"\ 
— I — s H — ) • 

Paris, i" septembre 1906. 

Paul Appell. 



371 



SUI DETERMINANTI COMPOSTI E SU DI UN COVARIANTE 
ESTENSIONE DELL'HESSIANO DI UNA FORMA ALGEBRICA. 

Nota dì Ernesto Pascal (Milano). 



Adunanx« dell' ii novembre ifo6. 



Si chiamano in generale determinanti composti quelli i cui elementi risultano, con 
una legge determinata, composti mediante gli elementi di uno o più altri determinanti. 

Di essi se ne possono immaginare di varie specie ; cosi si possono studiare i de- 
terminanti formati coi minori di un altro, si possono studiare quelli i cui elementi sono 
dei determinanti formati con certe colonne di uno e le altre di un altro determinante, 
si considerano quelli detti di Scholtz-Hunyady o quelli altri detti di Kronecker, o 
altri ancora. Di essi tutti si trova una trattazione sistematica nel mio trattato sui deter- 
minanti *), e uno studio su di essi conduce generalmente a trovarne la espressione me- 
diante i determinanti componenti. 

Lo scopo di questa Nota è di fare alcune osservazioni sulle due categorie di de- 
terminanti composti rappresentate dai determinanti di Scholtz-Hunyady e da quelli 
di Kronecker, e di studiarne qualchedun'altra nuova. 

E facendo infine applicazione alla teoria dei covarianti delle forme algebriche gene- 
rali, faccio qualche osservazione su quel covariante (estensione deirHessiano) rappresen- 
tato dal determinante delle derivate di ordine 2 jfe (A > i) di una forma qualunque, co- 
variante di cui varii casi particolari hanno già mostrata la loro importanza ai cultori 
della teoria delle forme algebriche. 

Si- 
PreliminarL 

Per maggiore chiarezza e per comodità del lettore ricordiamo, prima di tutto, cosa 
intendiamo per determinante di Scholtz-Hunyady e per determinante di Kronecker, 
e quali teoremi vi si riferiscono. 



U 1 determinanti; teoria ed applicaiioni (Milano, 1896); Die Determinanten (Leipzig, 1900); 
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Se di n forme lineari in n variabili : 

(0 



si formano in tutti i possibili modi i prodotti z k z k (con fattori ^uali o distinti) si 

hanno ( i ) forme di ordine k con altrettanti termini. Il determinante S|,*' di 

tutti i coefficienti lo chiameremo determinante di Scholtz-Hunyady, perchè si trova 
considerato per la prima volta, in casi molto particolari, da questi due Autori *). 

Potrebbe anche dirsi che esso è il determinante dei coefficienti della forma a due 
serie di variabili (potenza ife"' di una forma bilineare): 

n teorema che si riferisce a tali determinanti è : un tal determinante è la potenza 
I *" I di quello delle a. 

Molto affine a questo è il determinante di Krokecker. 

Si abbiano, oltre (i), k — i altri sistemi di forme lineari, ma, in generale, per 
ogni sistema sieno diversi i coefficienti, sieno diverse le variabili, e sia diverso il nu- 
mero di queste e delle equazioni : 

■ m f 

(3) X'^iiXi, Xl>„y„ J!*^-^. ••• 

t^l b'ml rail 

(; = I, . . . , n), (/ = I, . . . , m), (j = i, . . . , />) 
e si formino in tutti i modi possibili i prodotti di una forma del primo sistema, con 
una del secondo, con una del terzo, etc. 

Si hanno nmp ... forme multilineari, contenenti altrettanti termini. Il determi- 
nante Kl^i^_ di tutti i coefficienti è quello che chiameremo di Kronecker e per esso 
vale il teorema che il suo valore è il prodotto dei determinanti delle a, delle i, etc., 
ognuno di questi elevato ad una potenza il cui esponente sia eguale al prodotto d^li 
ordini di tutti gli altri. 

La dimostrazione di questo secondo teorema è ben semplice e per essa può per es. 
vedersi il citato mio libro sui Determinanti; la dimostrazione dell'altro si può invece 
dedurre da quello di Kronecker, facendo prima l'ipotesi che le t, e, . . . sieno tune 
eguali alle a, indi operando dei mutamenti nelle linee e nelle colonne. Questo è il me- 
todo tenuto dai due Autori che si sono più di proposito occupati di questi determi- 
nanti, Igel e v. Escherich **), ma questo metodo, a causa della complicazione dele 



•) Vedi il § 26 dell'edizione tedesca dei miei Determinanten (Leipzig, 1900). 
*^ Igbl, Zur Theorie der Determinanten [Monatshefte f. Math, und Physik» t. lU ()f 
V. Escherich, Ober einige Determinanten [ibid., pp. 68-80J. 
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trasformazioni occorrenti, riesce molto complesso quando non si voglia limitarsi ai primi 
casi che si presentano (k = 2, ovvero n = 2, 3), ed obbliga quindi ad un* indu7;ione 
per analogia sulla quale forse sarebbe ancora lecito qualche dubbio. 

Mi sembra quindi interessante esporre nel § seguente una osservazione, estrema- 
mente semplice dalla quale risulta in modo immediato la dimostrazione per il caso più 
generale, purché però si parta da considerazioni riguardanti la teoria degli invarianti 
delle forme algebriche. 

§ 2. 
Dimostrazione immediata del teorema di Scholtz-Hunyady. 

Sieno date v = 1 ' j forme di ordine k in n variabili, e formiamo il 

determinante H dei coeflScientL 

Questo determinante è evidentemente un invariante del sistema delle forme; in- 
fatti il suo annullarsi rappresenta che le v forme appartengono ad un medesimo sistema 
lineare di specie v — i, cioè rappresenta che fra le v forme sussiste una relazione li- 
neare omogenea a coefficienti costanti, e questa è proprietà invariantiva. 

L'invariante H è evidentemente un œmbinante del sistema delle forme. 

Poniamo le forme sotto la espressione simbolica 

(4) «i, bU ci,... 

e il determinante H diventa quello di cui dascuna linea è formata come la seguente: 

(5) a\y ..., a*, a\-'a^j ..., a*~'a^, ^î^'^î» 

Per una trasformazione lineare di variabili che muti le forme (4) in 

(6) a'yj b'yj c'y y ... 
e che sia per es. : 

^. = «.-jy. + P.7. + T.73 + ••• <' = ^ «)« 

i coefficienti a', b\ c\ ... si esprimono per gli antichi colle formole 

< = ^«J < = «ß, • . . 
K = Kj *i = *ß, • • • 



onde il determinante H formato colle a'b'c' . . . , che indicheremo con H[ non è altro 
che quel medesimo di cui la prima linea è (5) salvo che dappertutto all'indice i si so- 
stituisca l'indice a, all'indice 2 l'indice (i, etc. 

Ont «nte if ' è il prodotto di H per il determinante di Scholtz- 

H« - . . Essendo H invariante, di qui risulta immediata- 

•HuKYADY è una potenza del modulo della tra- 
V ß, y, . . . . 
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Una tal potenza sarà naturalmente 

4C+ì-)=("+*-)- 

e con ciò il teorema è dimostrato. 

Nel § seguente considereremo una estensione del determinante di Scholtz-Hunyady. 

§3. 

Un teorema sui minori del determinante di Kronecker 
e una estensione dei determinanti di Scholtz-Hunyady. 

Dal teorema enunciato nel § i può dedursi facilmente una proprietà (che appli- 
cheremo di qui a poco) dei minori del determinante di Kronecker. Limitiamoci al caso 
di A = 2. n determinante delle a, di ordine «, si indichi con A^ e con B quello delle 
b di ordine m Z.n. 

Un minore di ordine r^{n — i)m del determinante Kl^^ di Kronecker ha sem- 
pre per fattore il prodotto dei due determinanti A e B. Un minore di ordine eguale 
inferiore ad {n — i)m ma maggiore di (m — i)« ha sempre per fattore il determi- 
nante B. 

In effetti, un minore di ordine r di UT non è che la derivata di K stessa rispetto 
a tutte le a e a tutte le b contenute nel prodotto degli elementi diagonali di un mi- 
nore di ordine nm — r di K, cioè rispetto a certi nm — r elementi a e altrettanti e- 
lementi b; ma eseguendo tale derivata nel prodotto A"* B"" che è il valore di /Sf, resu 
sempre almeno un fattore 5 se r e maggiore di (m — i)«, e resta poi anche un fat- 
tore ^ se r è anche maggiore di (w — i)w. 

Passiamo ora alla costruzione di un determinante più generale di quello di Scholtz- 
Hunyady. 

Si abbiano k sistemi di fonvje lineari come le (3) ma tutte nelle sole variabili x, 
e per conseguenza sia anche m = /> ^ • • • = n. Si formi il prodotto 

(7) {I.a.,xj){Xb,,x,yy.. 

ji Ih 

che sarà una forma nelle due serie di variabili x t y^ di ordine k in ciascuna di queste. 

Il determinante D\^^ dei coefficienti di questa forma conterrà come caso particolare 
quello S\^^ di Scholtz-Hunyady, al quale si ridurrà quando le è, le e, . . . si fanno 
eguali alle a, nel qual caso la (7) diventa la (2). 

Si può far vedere che un determinante D h la somma di tanti minori del deter- 
minante di Kronecker formato coi sistemi a^ b^ c^ . . . . 

La dimostrazione di ciò sarà meglio farla, per maggiore 
molto particolare; ma il procedimento che terremo è f»*^* 
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2,2 



Sia n = 2, k = 2; il determinante di Kronecker è 

ab. a b ^ ab. ab 

Il 11> 12 12> ^12 Il> li 12 

ab. ab. a b ^ ab 

^21 21 > **22'^2a' **22 21 ? **2I 22 

ab. ab. ab. ab 

**H 21 Î ^12'^22> I2*^21> II 22 

a b ^ ab. ab. ab 

^21^11^ ^tl^ll^ ""22^11 y **2l^l2 

e se in questo aggiungiamo alla 3* colonna la 4*, e alla 3* linea la 4*, il determinante 
delle tre prime linee e colonne risulterà esattamente il determinante D che è 

b . ab. a b A- a b 

I 11 5 ^12 12? **12*^1I 1^ '*ll*^I2 



w = 



a b A- a b 

**22 *^2I 1^ **2I 2: 



al) A^ a }) ab 

^11^21 1^ ^21 lì? **i2'^aa 



*22 ''22 > 

+ a b . ab -4- a b -4- a b A- a b 
**2a 12 5 ^12 *^21 1^ '^II ^^22 1^ '*22 11 1^ ^21 \2 



onde questo determinante è la somma di quattro determinanti di 3° ordine che sono 
i minori degli elementi che nel determinante K occupano i posti (3, 3), (3, 4), 

(4, 3), (4, 4)- 

Poiché, per il teorema sopra enunciato, ognuno dei minori di 3° ordine del de- 
terminante Ky ha per fattore A 5, ne risulta che il determinante Z), per n ^ 2, k ■= 2^ 
ha per fattore il prodotto dei due determinanti A, 5, coi cui elementi esso Ï formato. 

Una simile proprietà possiamo dimostrare per il determinante D^^^ formato per il 
caso di w = 2 e Jt qualunque, ma la dimostrazione che faremo non vale per w ]> 2. 

Supponiamo infatti che si sia dimostrato che D^^^ . . . 2>j*"'^ sieno divisibili per il 
prodotto di tutti i determinanti coi cui elementi sono formati. Si consideri un altro si- 
stema di forme 



t 



gsr^f 



0=1,2) 



di determinante G, e si formi il determinante di Kronecker K cogli elementi di D^'"** 
e di G. Si ha un K di ordine 2Jk, il cui valore sarà 

Se ora su questo determinante K facciamo delle operazioni analoghe a quelle fatte 
sul K precedente, cioè aggiungiamo a certe linee certe altre e a certe colonne certe 
altre, possiamo fare che il minore delle prime ^ -f- i linee e colonne sia esattamente 
D'^\ il quale perciò sarà la somma di un certo numero di minori di ordine k -^ i 
del K\ ma ogni minore di ordine k -{- i di Ä' ha per fattore G, dunque D^^^ avrà 
per fattore G, e poiché esso é evidentemente simmetrico negli elementi a, t, . . . , ^, 
risulta di qui che avrà per fattore il prodotto AB^ ... G, come si volea dimostrare. 

Questa dimostrazione non riesce più per un D^^^ in cui sia « > 2, ma per il caso 
generale faremo la seguente considerazione. 

Facciamo vedere che se il determinante A è zero nel modo più generale, lo sarà 
anche JDJ,**; trattandosi di funzioni razionali intere negli clementi a, di qui può allora 
che D|,*^ ha per fattore A^ e similmente avrà anche per fattore 5, etc. 

•riaggiore chiarezza, è = 2. Le lince del determinante D^^ sono o del tipo : 

■ = I, . . . n), a.,b., + a.,bj, (i, Ä = i, . . . n), 



37^ ERNESTO PASCAL. 

ovvero del tipo : 

^;.^. + ^libji (i = I, . . . n), a..*,, + Ä;k*/. + Ä,.- *;* + %*;. (J, Ä = I, . . . n). 
Supponiamo ora che sia ^ = o; il modo più generale di soddisfare questa rela- 
zione è il supporre l'esistenza di n quantità X^ , ... \j per cui sia per qualunque in- 
dice ; : 

Moltiplichiamo allora le colonne del determinante 0^^ rispettivamente per l] 
(t = I, ... n) e per W(iy ä = i, ... n; le combinazioni i, h si intendono natu- 
ralmente senza ripetizioni, come per le colonne); e sommiamo fra loro, nel modo so- 
lito, le colonne. 

Avremo nelle linee del primo tipo : 

e nelle linee del secondo tipo 

ti it 

espressioni che sono tutte zero in forza della precedente supposta relazione fra le a. 
Cosi resta dimostrato che il D^^^ diventa zero, ed è poi evidente che una simile dimo- 
strazione può farsi per il D^^\ 

Resta dunque in generale dimostrato che ogni D^^^ contiene per fattore il prodotto 
di tutti i determinanti degli elementi componenti il D^^^ stesso, 

§4. 

Una estensione del determinante di Vandermonde. 

Si abbiano it -f- i forme binarie lineari 

e se ne formino le k^^ potenze ; il determinante dei coefficienti di queste, cioè : 

^(fc) __ 

e un ordinario determinante di Vandermondk messo sotto forma omogenea, ed esso 
è eguale, come si sa, al prodotto di tutti i determinanti binarii {ah){ac)(Jbc) .... 

Da questo punto di vista si presenta naturale l'estensione di considerare Ir I 

forme lineari, non più binarie, ma ennarie, e indi, formate di queste '* ' ^ 

considerare il determinante A'^*' dei coefficienti di queste. 
Qual'ò la espressione di \^^^ mediante i detemiinanr 
forme lineari prese ad « ad « ì 



a\ a\-'a^ ... a* 
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Per « > 2 il aJ,*^ non è più un prodotto di determinanti, ma la somma di tanti 
di siffatti prodotti. 

Ciò risulta dalla seguente considerazione. 

Se supponiamo che le a* , t* , ... deno le espressioni simboliche di altrettante 
forme di ordine jfe, il determinante A diventa quel medesimo indicato con H nel § 2, 
e la nostra quistione si riduce allora alla ricerca dell'espressione simbolica dell'inva- 
riante H. 

Di qui ne viene, sapendo che un invariante deve esprimersi simbolicamente sempre 
mediante i determinanti ennarii simbolici del tipo (abc . . .), che effettivamente il aJ^^ 
dovrà esprimersi mediante tali determinanti. 

La ricerca completa del modo di formazione di un termine generico del aJ^*^ non 
si presenta molto facile; noi ci limiteremo pertanto in seguito al solo caso di k = 2. 

Ma facciamo prima qualche considerazione sul caso generale. 

Nel aJ^*^ intendiamo collocate in ultimo posto le colonne di cui gli elementi con- 
tengano sempre per fattore una lettera a, i, e . . . coU'indice n. 

Queste colonne sono in numero eguale a quello dei termini di una forma ennaria 

(n -U k 2\ 
^ I . Un determinante di ordine 

massimo contenuto nella matrice di tali colonne sarà eguale ad un determinante aJ,*"'^ 

formato con I '^ ^ \ lettere a^ by Cj . . . , moltiplicato per a^b^c^ .... 

n complemento algebrico di un tal determinante sarà un determinante aJ^*^^ 
formato con lettere p, q^ r, , . . tutte diverse da a, i, e, . . . ed in numero di 

I ' I — I' 1 = 1' l;in questo complemento algebrico 

non figura mai l'indice n ; esso è formato come se le lettere di cui si compone fossero 
di specie n — i e non «. Ogni suo termine sarà formato di prodotti di determinanti 
di ordine n — i in numero di 



k In -{- k — 2\ _ (n -{- k ■— 2\ 
n-i\ k J-\ k-i j' 



cioè in numero eguale a quello delle lettere a^b^c^ ... che compongono il suo minore. 
Se per brevità e simbolicamente rappresentiamo con A|,*"'*[a, i, e, . . .] e 
"^^n-xlPt ^5 ^> ■ • •] ^^^ termini qualunque di ciascuno di questi determinanti, possiamo 
simbolicamente rappresentare un termine qualunque di Aj,*^ con 

(8) Al'-' [a, b,c,...].aXc^..- A'.*!. \p, q, r, . ■ ■] 

e tutti i termini del aJ*' si ottengano da questo permutando fra loro in tutti i modi 

possibili tutte le lettere, e ponendo al risultato il segno -f- , o il segno — , secondochè 

» permutazione pari o dispari. Questa somma algebrica sarà, a meno di un 

numerico, il valore di aJ^'^^ . I fattori a^b^c^ ... sono tanti quanti sono i 

— I lettere contenuti in A'^*'^ [p, ç, r, . . .]; ognuno di essi insieme 

* forma un termine di un determinante cnnario. 

46). — Stampato il 23 novembre 1906. 48 
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Per jk = 2 possiamo trasformare l'assieme di tutti i termini (8) in quello di pro- 
dotti di determinanti ennarii. 

La regola che si ottiene per la formazione di un termine qualunque (che dovri 
essere prodotto di w -f- i determinanti ennarii) è la seguente : 

Con n lettere si formi un determinante ; indi con una di queste e altre n — i 
lettere nuove si formi un altro determinante; indi con un'altra delle prime, una delle 
seconde e altre n — 2 nuove si formi un terzo determinante; e cod di seguito. Questa 

regola può essere compendiau nella seguente costruzione: si formi cotte — — ^^^ 

lettere cht occorrono per formare aJ,*> , una matriu quadrata simmetrica : 

a b e d 

b } g b 

(9) { e g l m 

d l p q 



e si formino i determinanti colle lettere che compongono le varie linee di questo quadro 
e con quelle che compongono la diagonale principale; il prodotto di questi « -f- i deter- 
minanti h un termine di \^^\ e gli altri si ottengono permutando in questo le lettere in 
tutti i modi possibili e dando al risultato il segno -f- a — secondochh si tratti di per- 
mutaxjone pari dispari; la somma algebrica di tutti questi prodotti Ï, a meno di u 
coefficiente numerico, il valore di \^^\ 

Lz dimostrazione di ciò, anziché servirci della (8), la faremo nel s^^ente modo: 
lo sviluppo di aJ,*^ sarà composto di tanti termini prodotti di « -f- i determinanti en- 
narii ; essendo aJ^*^ formato in modo simile mediante le lettere a, è, e, . . . per modo 
che facendo fra le lettere una permutazione, esso resta inalterato in valore assoluto e 
mutato o no di segno secondo la disparità o pariul della permutazione, ne viene che 
da un termine dello sviluppo di S\^\ con una qualunque permutazione e opportimo mu- 
tamento di segno, si ha sempre un altro termine dello stesso sviluppo. 

Di qui si ha che nello sviluppo di A|^^' non possono comparir termini nei quali 
due lettere compaiono sempre riunite in due determinanti. In effetti, supponiamo che k 
due lettere a, b risultino in due determinanti 

(abc ,..){abd ...).... 
Esse non potranno figurare in altri determinanti dello stesso termine perchè lo svi- 
luppo deve essere di 2° grado in ciascuna lettera. Scambiando a con h il supposto 
termine non muta valore nò segno, mentre che, per l'osservazione fatta di sopra, nello 
s\iluppo totale deve anche comparire, col segno negativo (perchè si fa una permuo- 
zione dispari), ciò che da esso si ottiene col detto scambio; si hanno dunque due ter- 
mini eguali e di segno contrario, che si distruggono. 

Nello sviluppo di \^^^ non possono dunque che comparir termini nei quali, se due 
lettere sono riunite in un medesimo determinante, non lo sono mai più in altxi 

Ora provandosi a costruire dei termini di tale specie si ricade esattametue oeb 
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regola suindicata. Giacché immaginiamo di voler disporre per linee le lettere di ciascuno 
degli « -f- I determinanti di cui si compone un termine qualunque. Disponiamo in una 
prima linea n lettere. Siccome due di queste non devono mai più essere sulla stessa 
linea, collochiamo le medesime una seconda volta in senso verticale come prime lettere 
di ciascuna delle altre n linee. 

Completiamo poi la seconda linea con altre n — i lettere, e collochiamo queste 
medesime in senso verticale come seconde lettere delle altre n — i linee, e cosi di se- 
guito otterremo il quadro 



a 


bed... 


a 


f l q ... 


b 


f g h ... 


e 


I g m . . . 



(IO) 



le cui linee corrispondono precisamente alle linee e alla diagonale principale di (9). 



§5- 

Espressione simbolica del determinante di Scholtz-Hunyady 

mediante il prodotto simbolico di due determinanti 

della specie precedente. Conseguenze. 

Cominciamo col ricercare come si modifica l'espressione di un determinante à 
quando in esso in luogo dei coefficienti di a^ si pongono quelli di un prodotto di k 
fattori lineari 



u u 



.,(») 



Questo prodotto si ottiene da a* con una serie di operazioni di polare fra i coef- 
ficienti a t a'y a e a!\ etc. onde con un analogo procedimento si otterrà il nuovo A 
dall'antico. 

Un termine qualunque di A conterrà come fattori h determinanti colla lettera a\ 
colla indicata operazione da un tal termine se ne otterranno tanti altri di cui ciascuno 
è formato dal dato sostituendo in tutti i modi possibili a\ a!\ ... a ciascuna delle a di 
ogni determinante. 

Onde è evidente che, a meno di un coefficiente numerico, lo sviluppo del nuovo A 
si otterrà nel s^;uentc mado : in ogni termine ticlJo svihijf^Hi Jcirantico in luogo delle \ 
lettere a che vi figurano sì pongano in un ordine qualunque le a', <i'^ . , * ; indi sì ag- 
giungano, con s^[no sempre eguale, tutti gli altri termini ocR^nuri da questo permu- 
tando in tutti i modi possibiä le a\ a*\ • . , fra. loro* 

Ciò posto, si abbia una forma büineare in ^ e ^i {»lynifi^oü s{nìb0licaiiientc .sona^ 
la forma 

(II) \ < 

e facciamone la V^ potenza, Esseiïdo (ii) 
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farsi che scrivendo : 

(12) <«;.<«;'••• «ìf'<" 

intendendo con a" a", a'" a'", ... tante coppie di simboli equivalenti ad a' a'. 

Se con t'(i', e' Y y • • • b"^'\ ^"y"? • • • intendiamo altre coppie di simboli sempre 
equivalenti ad a' a', il determinante dei coefficienti della forma bilineare (11) si esprime 
colla formola 

(13) («'*'f' ■K^'^'Y •••) 

mentre il determinante dei coefficienti di (12) è il determinante di Scholtz-Hunyady 
(vedi § i). Ora se noi con nuovo simbolo poniamo (12) sotto la forma 

(14) aU'; = 01^1 = elfi =..• 

il determinante dei coefficienti di queste forme a due serie di variabili, cioh il determi- 
nante di Scholtz-Hunyady, sarà, a meno di un fattore numerico, il prodotto simbolico 
del determinante aJ^** (vedi § 4) formato colle lettere a, ^, e, . . . per l'analogo determi- 
nante formato colle lettere a, {i, y> • • • 

Si ha cosi una espressione simbolica del determinante di Scholtz-Hunyady. 

E se in tali Aj^*^ vogliamo far scomparire i simboli a, t, e, . . . a, ß, y, • • • e 
introdurre quelli della (11), è evidente che dobbiamo fare un procedimento analogo a 
quello fatto in principio di questo § e ciascuno dei due aJ^*^ diventa allora una 
somma di prodotti di determinanti ennarii formati colle lettere a\ a'\ ... b\ i", ... 
e a', a", ... fi', fi", . . . , ognuna di queste lettere non comparendovi che una volta 
sola in ciascun termine. 

Il prodotto simbolico dei due sviluppi cosi formati deve essere eguale, come si sa, 
ad una opportuna potenza del prodotto simbolico (13). Ora si può osservare che uno 
dei due fattori può facilmente ridursi ad una potenza di uno dei due fattori di (13) 
Giacche considerando che i simboli a\ a'\ ... b\ è", . . . , figurano tutti a primo grado 
e sono tutti fra loro equivalenti, è evidente che, con opportuni scambii di lettere scelte 
fra le a\ a'\ ... b\ b'\ ... (scambii che portano con sé uno analogo altro scambio 
fatto colle a', a", ... fi', fi", . . .) si possono ridurre tutti simili i termini dello svi- 
luppo del primo \^^\ e quindi, a meno di un coefficiente numerico, ridurre il primo A|,^- 
ad un termine solo, restando però sempre composto di tutti i suoi termini lo sviluppo 
del secondo 1^^\ 

Quel termine solo a cui si riduce il primo Aj^*^ sarà evidentemente il prodotto di 
tanti determinanti ennarii, formati con lettere tutte diverse, e tutti equivalenti a (a' b' e' . . .) 
che è il primo dei fattori di (13). 

La conoscenza del teorema che il determinante di Scholtz-Hunyady deve essere 
una potenza di (13), ci fa dedurre che con opportune trasformazioni simboliche e te- 
nendo conto dell'equivalenza dei simboli, anche il secondo a|^*^ cioè quello fonnato coDc 
lettere greche a', a", . . . , deve, contemporaneamente al primo, potersi ridurre ad u» 
termine solo, il che costituisce una ben complicata relazione simbolica fra decermioanti 
ennarii. 
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§ 6. 
Una classe di covarianti di forme algebriche. 



La classe di covarianti che vogliamo qui considerare è quella rappresentata dai de- 
terminanti delle derivate di ordine 2^"° di una forma algebrica. (S'intende che questo 
determinante si forma facendo variare, in una linea, k sole delle variabili rispetto a cui 
si deriva, e, in una colonna, le altre k). 

Se la forma si rappresenta simbolicamente con 

< = *r = C = • • • 

è evidente che l'indicato determinante è quello dei coefficienti delle potenze di y e 7^ 
nella polare 



y K. 



Un tal determinante è dunque 



f^m—ik Lm—2k 



a\b''-'b,c^r'c. 



•i» 



aT'a, 



b\ b'-'b. 



U9 



cioè un determinante aJ^*^ formato colle a, i, ... moltiplicato per tutti i coefficienti di aj 
espressi uno colle lettere a, uno colle lettere i, etc., e moltiplicato poi per a^"** i^J'"** .... 
Colla permutazione dei simboli equivalenti a, i, e, ... e facendo la somma alge- 
brica di tutti i risultati ottenuti, compare come fattore un altro determinante aJ^*^ e 
quindi si ha infine 

(15) Mar»*r»..., 

dove si intende che il Aj^*^ è formato colle a, i, e, . . . 

Il carattere invariantivo di questa espressione risulta immediatamente da quanto si 
sa (vedi § 4) sullo sviluppo di \^^\ 

Abbiamo così una espressione del covariante rappresentato dal determinante delle de- 
rivate di ordine 2 k di una forma algebrica. 

Per Ä = 2, tenendo conto di quanto abbiamo trovato nel § 4, abbiamo il tne^o 
di determinare la espressione simbolica definitiva del covariante rappresentato dal determi- 
nante delle derivate quarte di una forma ennaria. 

Alcuni dei covarianti della indicata classe sono stati già considerati. 

Cosi per una ternaria biquadratica si ha un noto invariante indicato comunemente 
con B e che si definisce come U risultante ottenuto col metodo dialitico delle sei deri- 
vate seconde della quartica *), 

La espressione simbolica di tale mvarîiinîc è It* rvüui^po di [*i^*-]*, cioè (vedi § 4) : 
\Xiab0{ad€Ì 




*) Vedi per es. la mia Memoria: CântrilmSiL 
varie àuomposv(foni infaUori [Atti delb R. Aci 
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SUL PRINCIPIO DI DIRICHLET. 

Nota di Guido Rubini (Genova). 
(Da una lettera al Prof. Beppo Levi). 



AdunAnzA dell'i i novembre 1906. 



Ella giunge cosi a dimostrare nella prima parte della Sua Memoria *) (n* 36-37) 
il seguente : 

Teorema I. — Sia V un campo il cui contorno e sia convesso rispetto ai punti di 
un campo R interno a r. Sia data su e una qualsiasi catena, di valori, che possiede de- 
rivate prime rispetto all'arco di e. Si può allora affermare V esistenza di una serie di fun- 
zioni v^ (n ^ I, 2, 3, . . .) continue e derivabili in V\ che su e assumono i valori asse- 
gnati e sono di pia tali che: 

1° Per n = 00 le funzioni v^ tendono uniformemente in V e su e a una funzione 
limite V, che sarà quindi continua in V e assumerà su e i valori assegnati, 

'f Se X, y indicano coordinate cartesiane ortogonali, allora esiste il 

E precisamente il valore d di questo limite è uguale al limite inferiore dei valori, 
che può assumere l'integrale / / (g^) + (3") U^^Vy ^* Dirichlet, quando u 

h una funzione finita e continua in T con derivate prime finite e continue, la quale su e 
assume i valori prefissati. 

Dimostrata la proposizione precedente, Ella, per risolvere U problema di Dirichlet, 
ossia per dimostrare l'esistenza di una funzione armonica in r, che su e assume i valori 
assegnati, deve verificare che v ammette derivate prime e seconde, fa assumere all'in- 
tegrale di Dirichlet il valore minimo, ed è perciò armonica in P. 

Per conseguire questo risultato, Ella stabilisce in sostanza il seguente : 
Teorema II. — Se la v è la funzione limite di una successione di funzioni v^ , la 
quale gode delle due proprietà ricordate nelV enunciato del Teorema I, e se inoltre le deri- 
vate prime delle v^ sono continue in ogni punto del campo, fatta eccezione per quelli di 

*) Beppo Levi, Sul principio di Dirichlet [questi Rendiconti, t. XXII (1906), pp. 293-360J, 5 8. 
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un aggregato j la cui misura tende a T^ero per n ^ 00 , allora v i funzione, che ammette 
derivate prime e seconde, fa assumere all'integrale di Dirichlet il valore minimo, ed è 
quindi armonica. 

Però questa seconda parte della questione si può studiare più brevemente da un 
altro punto di vista, simile a quello adottato dal sig. Hilbert nella sua Memoria dei 
Math. Ann. (tomo 59). Se cioè noi riuscissimo a dimostrare direttamente che h v è 
armonica, senza altrimenti preoccuparci del valore dell'int^rale di Dirichlet, ne ri- 
sulterebbe senz'altro che questa v fa assumere a tale integrale il valore minimo pei va- 
lori, che la V assume al contorno. 

Ora per il Suo Teorema I questa v assume al contorno gli stessi valori che le v^ . 
Quindi risulterà in tal modo dimostrato che essa risolve pure il problema di minimo 
proposto. 

Io riesco a dò col s^uente artificio, analogo e anzi ancora più semplice dell'arti- 
ficio usato da Hilbert, e che conduce, com'ElIa vedrà, a una dimostrazione atFatto 
semplice ed elementare del seguente: 

Teorema. — Se v i la funzione limite di una sucussione di funT^ioni v^ , v^ , . . . , 
v^ . . . , la quale gode delle due proprietà (prima e seconda), ricordate nell'enunciato dd 
Teorema I, allora v i armonica in P. 

Occorre ricordare che la seconda condizione del Teorema I, si traduce, come Ella 
ha già notato (n° 30), e come del resto aveva osservato anche Hilbert, nella s^uente: 

Esiste ed h uguale a x.ero il 



-/xa^"+ifi^)-^^ 



se L k una qualsiasi fun:i^ione finita e continua in F, con derivate prime finite e continue, 
la quale i nulla su e. 

Sia 5 un qualsiasi rettangolo interno a T. Sia L una qualsiasi funzione nulla al 
contorno di 5, e in tutti i punti di T, che sono esterni a S, la quale possegga in 5 
derivate prime finite e continue, e abbia una derivata normale nulla sul contorno di 5. 
Per semplicità di notazione sieno (o, o), (ûj, o), (o, ^), (a, b) le coordinate (x, y) dei 
quattro vertici di 5, e sia a > o, Z' > o. Ricordando che fuori di 5 è L = o, e inte- 
grando per parti si ottiene : 

Scambiando x, r, e sommando si trova: 

"ìichè per n = 00 il limite del primo membro è zero, e le v^ tendono uni- 
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formemente alla funzione limite Vy si ha, posto 

che / / \- ^ ^ ^ dxdy = o. Poniamo ora Z = $y), dove Ç(ti) è una funzione 

della sola A:(y). La L soddisferà alle condizioni volute, se $(?)) esiste nell'intervallo 
o ^x Z-Ci (o ^ r ^ ^)ì possiede in questo intervallo derivata prima finita e continua, 
e si annulla insieme a questa derivata per a; = o, jc = a (y = o, )^ = i). Posto 

Af (x) = / \'fi"dy avremo dall'uguaglianza testé dimostrata che 

*M(x)$"dx = o. 



£' 



Siano ora i, a, a', a" quattro costanti tali che 

se Ö, , 0^, 0^ hanno uno qualsiasi dei due valori o, i. 
Poniamo 

9(x) = oper — qo <^x ^s e per -{-oo>x^5 + <i, 
(p(x) = (x — 5)(5 + <r — x) per 5 ^ x ^ 5 -j- <x. 
La funzione (p(x) cosi definita è una funzione continua in tutto l'intervallo 

E la funzione 

f (x) = f'dx r[<fix - «' - «") - «p(x - «') - ?(x - a") + <f(ix)]dx 

9/ O • O 

soddisfa alle condizioni richieste più sopra per la $. 
Quindi 

o= rM{x)Ì"dx= rM(jc)[(p(A--a'-a") — <p(x-a') — <p(x-a") + ?W]^A 

J O 9/0 

= /"[MCx + a' + a") — Af(jc + a') — M(x + a") + Af(x)]9(x)dx 

= / [M(x + a' + a") — M(x + a') — Af (x + a") + M(x)] (p(x)dx. 

Per il Teorema della media esisterà un numero 6 tale che o <r 6 << i e che 
M{s -j- 6(7 + «' -I- a") _ Af(5 + 6(7 + a') — M(5 + a" - 
Facendo tendere a a zero e ponendo 5 = x si trova: 
M(x + a' + a") — M(x + «') — Af (x 
dove a', a" sono costanti qualunque (purché nor 
Da questa equazione si deduce, com'è notO| 
della X. 

Rmi. Circ. M»ttm. P»Urmo, t. XXII (1906). — Sumpato il M ao«f 
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i: 



Ma ora la precedente equazione si può anche scrivere: 

'*[A(x + a' + •«", y) - A(x + «', y) - A(x + .", y) + A(x, :)r)]»."ii:y = o. 

Con metodi affatto simili ai precedenti si deduce che 

A(x + «' + a", y) - X(x + «', :y) - A(x + «", y) + A(x, 3.) 

è una funzione lineare della y, ossia è una funzione del tipo -4(x, a', a")-{-y 5(Ar, a', a"), 
dove A e B sono funzioni soltanto di .v, a', a". 

Se noi indichiamo con y^, y^ due valori costanti, distinti, compresi tra o, t, e, 
posto 

(a) N{x, y) = Hx, ^) + y ■ ^ (^> .^0 - Lk ^ (^> y ■) -I- ^ Afe -jO:^ ACj^.). , 



:y. — :y, y.— :y. 

ricordiamo il risultato testé conseguito per la funzione A, otteniamo: 

N{x + a' + a") - N(x + a') — N(x + a") + N(x) = o, 

dalla quale, al solito, si deduce che N{x, y) è una funzione lineare della x, che indi- 
cheremo con Y^ -\- xY^ (dove F, e Y^ sono funzioni della sola y); quindi per (a) 

A(ix,y) = N-\.X,+yX^ = Y, + xY^-{.X,-\.yX^, 

dove Xj, Xj sono funzioni della sola x. 

Posto ^=«;- f'dx r[X,-^yX;\dx- C dy T [Y, + xY,]dy, 



_ ^, si trova 

•/o »/o «/o «/o 

che in tutto S si ha 



^ + ^-0 

Quindi Xj e perciò anche ogni sua derivata parziale, è armonica in S. In partico- 
lare la x; = s— 2 •< -2 = s- a^— 1 ^ funzione armonica in S. Ma S è un qualsiasi ret- 
ax dy ax dy ^ 

tangolo interno a r. Dunque v è armonica in tutto T. 

Tanto basta, perchè sia dimostrato completamente il teorema di esisten:i^a per i) 
problema di Dirichlet. 

Cavoretto (Torino), li 30 settembre 1906. 

Guido Fubiki. 
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SUL PRINCIPIO DI DIRICHLET. 

Nota di Beppo Levi (Torino). 
(Da una lettera al Prof. Guido Fubini). 



Adunanza dell'i i novembre 1906. 



La dimostrazione ch'Ella mi comunica *) per sostituire le mie dei §§ 9 a 1 1 **) mi 
ha molto interessato non solo per la sua brevità, ma ancora per questo risultato note- 
vole che, come ora Le mostrerò brevemente, essa permette di evitare, in tutta la trat- 
tazione della mia Memoria, l'uso degli integrali del Lebesgue, riconducendola cosi nel 
quadro delle considerazioni oggidì più abituali agli analisti. 

Naturalmente per ciò fare occorre anzitutto restringere un poco la generalità con- 
cessa al contorno e su cui sono assegnati i valori della funzione incognita e al campo 
funzionale \u\ cui appartengono le funzioni u il cui integrale di Dirichlet ha per li- 
mite inferiore il numero d che dovrà essere il valore dell'integrale di Dirichlet per 
tal funzione incognita. Supporrò adunque che e abbia ovunque tangente continua e che 

le funzioni — ^—^ siano integrabili rispetto alla x nel senso del Riemann e cosi 
ox L 

le — ^""^ rispetto alla y e soddisfacciano in generale alle condizioni descritte nel 

n° 4 della mia Memoria, ove gli integrali si intendano ora sempre riemanniani. Ricordo, 
perchè prindpalissima, la condizione 



r 



dx 



Come nella Memoria, chiamo ^i il massimo valore assoluto della funzione ^(5) 
assegnata sul contorno e, ed osservo anzitutto che, senza uscire dal concetto dell'inte- 
grazione Riemanniana, si può convenire che al campo funzionale \u\ appartenga ogni 
funzione u* che si ottenga da un'altra u del campo ponendo 

u* = u nei punti in cui ^ ^u^ — ^ 

i^ = Jll » » » » Jtt<ti, 



\XU (1906), pp. 383-386]. 
":. XXII (1906), pp. 293-360J. 
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È vero infatti che la u* potrà, in uluni punti appartenenti all'aggregato in cui 
w = it (^, non aver più derivata determinata, ma noi converretno allora che in tedi 
punti si assuma 

du*(xy) du(xy) du*{xy) dtt(xy) 

dx ~ dx ^ dy ~ d^ * 

La funzione — ^^ ^^ risulta cosi definita in ogni punto, e coincide colla — ^^ ^ j 

fatta eccezione pei soli punti in cui |w|>;J3fi: in questi punti sarà invece — ^ -^^ =0. 

Ora, sopra ogni retta ^-z^cost. questi punti riempiono dei segmenti: in base a questa 

osservazione Ella si convincerà facilmente che l'aggregato dei punti di discontinuità 

S u* (x v^ 
della — ^ ^ è contenuto nella somma dell'aggregato dei punti di discontinuità 

d u C X v^ 
della — ^^-"^ ^ dell'aggregato (numerabile e perciò di misura nulla) degli estremi di 

tali segmenti, onde, per un noto teorema dei signori Vitau e Lebesgue, dall'ipotesi 

dell'integrabilità Riemanniana di ^ seguirà l'integrabilità anche di ^ — . Ma anche tutta 

questa discussione è superflua : consideriamo un intervallo x^ . . , x^ sopra una qual- 
siasi retta y = cost., e chiamiamo S-(x^ ... x,) i segmenti di esso in cui \u\ > ^^ 

du* 
e, senza preoccuparci della effettiva integrabilità di ^ — , poniamo per definizione 

e poniamo pure le uguaglianze analoghe ottenute assumendo come integrandi — 5^ ! 

I àx I 

— -è^^ e — ^~^ ' ^^^ ^^^^ immediatamente che le pro- 



owero 



dx 
duÇxy) 
dx 
prietà formali degli integrali sono conservate e che vale ancora la 

(I) £ ^^dx = u*(ix,y) - u*ix„y). 

Naturalmente tutto quanto ho detto fin qui si deve ripetere, scambiando le let- 
tere Xj y. 

Ad evitare ogni discussione avvenire *) converrò inoltre che, quando si tratta di 
una u*j l'integrale di Dirichlet sia definito da : 



*) Debbo insistere su questo scopo semplifìcativo della convenzione : osservazioni simili alle pre- 
cedenti sulla effettiva integrabilità riemanniana delle ^— , ^ permetterebbero di togliere questo am* * 
tere convenzionale. j 
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\ du*(xy) \ \ du(xy) \ 

ox — ox 



Poiché è costantemente 

si avrà 

(3) I 1 ^u*dxdy ^ I j^udxdy. 

r r 

Ciò posto, passo rapidamente in rivista le parti della mia Memoria che occorre 

conservare per questa trattazione semplificata. Sarà intanto inutile tutto lo studio del 
§ 4 relativo al campo T. Per andar oltre, supporrò che ad ogni funzione u del campo 
funzionale \u\ sia sempre sostituita la corrispondente funTiione u*: mediante questa si de- 
finirà allora la funzione mediatrice come al n° 15 della Memoria: si dovranno conser- 
vare inalterati i n* 16, 17, 18, 19 ove si stabilisce che la funzione mediatrice è con- 
tinua e in valore assoluto ^ ^^ e i n' 20 e 21 ove si stabilisce la derivabilità della 
funzione mediatrice nell'ipotesi della continuità della funzione primitiva. A causa della 
semplicità concessa al contorno F, si potrà poi semplificare in modo ovvio il n** 22 a, 
e si potranno eliminare i n* 22 t e 22 e, sostituendoli con semplici richiami al ragionamento 
già fatto al n"" 20: sono questi forse i numeri più gravosi della Memoria. Si dovrà 
osservare che ^*(x)'|8) non differirà ora da "^{xy]^) e si giungerà alle conclusioni 
del n° 23. 

In base alla (i), nulla sarà a mutare ai n* 24 e 25 e reggeranno ancora le osser- 
vazioni del n® 26, e, tenendo conto delle (2) e (3), si potrà procedere liberamente nelle 
deduzioni del § 6 (ove naturalmente il Lemma dovrà essere enunciato per gli integrali 
riemanniani). Le considerazioni dei §§ 7, 8 si possono pensare applicate solo a fun- 
zioni provenienti già da precedenti operazioni di media, funzioni quindi continue, deri- 
vabili, e a derivate integrabili nel senso del Riemann, e nulla sarà perciò da mutare 
ad essi. Son giunto cosi al punto ove si riattacca la Sua dimostrazione. 

Tutt'insieme, sopra 46 pagine che costituiscono il nucleo della Memoria, si può 
dire che se ne risparmierà cosi j ; e pel lettore che non desideri entrare in talune mi- 
nuzie, si avrà il maggior vantaggio di una notevole economia di pensiero. 

Ma Ella mi concederà certo che la fatica un po' maggiore che richiede la mia 
esposizione non è proprio tutta buttata. Oserei dire che, alla fin fine, essa è pagata 
dall'armonia della trattazione — armonia che, come tosto Le farò meglio rilevare, con- 
tribuisce forse notevolmente alla potenza del metodo — e dai maggiori risultati ottenuti. 

Dico anzitutto dei maggiori risultati, perchè non mi par privo d'interesse che dalla 
proprietà di minimo segua l'analiticità della funzione cercata, mentre ad essa era asse- 
gnato soltanto di appartenere al campo funzionale vastissimo definito nel § 3, né l'altro 
fatto che al concetto di linea, contorno del campo T, si possa concedere una estensione 
non raggiunta fin qui con altri metodL E a tal riguardo l'applicazione dell'integrazione 
nel senso del Lebesguf » mediatrice si presentò utile fin 

dapprincipio per stai e al contorno 

i valori assegnati) < x)nsiderato, 

per cui abbia sen 
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Ma dove l'integrazione nel significato adottato diviene più essenziale è nella dedu- 
zione diretta della esistenza delle derivate della funzione limite e nel calcolo del suo 
integrale di Dirichlet come conseguenza della determinazione di essa mediante una suc- 
cessione di funzioni il cui integrale di Dirichlet tenda al minimo. Qui mi pare si di- 
mostri principalmente l'armonia del metodo in sé e col problema proposto, perchè nes- 
suna nozione vi si chiede che a questo sia in qualche modo estranea. La dimostrazione 
medesima della formola di Green mi pare venga forse a porsi su basi più proprie, per- 
chè non vi avviene, come d'ordinario, che per la dimostrazione di questo teorema rela- 
tivo a sole derivate prime occorra far uso essenziale delle derivate seconde. 

Per contrasto Ella mi permetterà d'osservare che alla maggior brevità che si ottiene 
coll'artificio Suo contribuisce non poco una massa di cognizioni che sono bensì ormai 
dominio comune dell'analisi, ma che porterebbero in non poche lunghezze se si dovessero 
premettere come lemmi preliminari. Fra queste cognizioni ha inoltre capitale importanza 
la proprietà delle funzioni armoniche di trasformarsi in funzioni armoniche per inte- 
grazione e per derivazione : proprietà particolarissima e forse molto estranea all'argomento 
(massime se questo si intenda come problema di minimo, anziché come problema di equa- 
zioni differenziali), a sostituire la quale sarà necessario tutto uno studio preliminare 
quando si voglia trasportare il metodo a problemi affini in cui l'analoga cosa non si 
verifichi. 

Per segnalarle un semplice esempio in cui appunto s'incontra questa difficoltà, 
mentre il mio procedimento si trasporta senza modificazioni essenziali, tratterò del pro- 
blema dell'integrazione (per dati valori al contorno) dell'equazione 

/ N Ar \^^^ I nr \^' ^^ i àAdu , dBdu 

(4) ^a^y)^-. + 5(^>)^ + ^5^ + ä^ä7 = °' 

dove A t B sono funzioni assegnate di x ed y^ ovunque positive nel campo P. 
Questa equazione traduce il problema di render minimo l'integrale 

per i valori della n assegnati al contorno. Porrò, per brevità, 

oxax * oyoy 

Di passaggio, Ella rileverà subito che queste 0w, 0(mx;) non sono altro che i para- 
metri differenziali primo e misto relativi ad una superficie avente per elemento lineare 

e che, riferendo questa superficie ad un sistema di coordinate isoterme Ç, rj, onde risulti 
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Tint^rale (5) prende la forma 

dove ho posto F = ^TÄ^B e Tequazione (4) prende, rispetto alle nuove variabili Ç, y), 
la notevole forma particolare 

F(Syi)l^w + v(t^, F) = o. 

Per non perdermi in lunghezze che sarebbero ora del tutto inopportune, supporrò 
che le funzioni A t B siano funzioni continue in T e che si conservino costantemente 
maggiori od uguali ad un numero positivo N. 

Supporrò altresì che esista un numero M tale che, in ogni corona abbastanza ri- 
stretta compresa fra il contorno e di T e una curva interna a T ed omotetica di e con 
rapporto d'omotetia conveniente (sufficientemente prossimo ad i : intendo di parlare di 
una qualunque delle curve y^^^ della mia Memoria, per 6 sufficientemente piccolo) sia sempre 

(6) f f A{xy)dxdy Z,M f fdxdy, f f B(x y)dxdy ^ M C Cdxdy. 

Evidentemente basta perciò che siano finiti j Adsy 1 BdSy dove s è l'arco di 

e; ed in particolare è condizione largamente sufficiente che le funzioni A e B restino 
limitate al contorno. 

Infine supporrò che le derivate prime — od anche solo i rapporti incrementali — 
di -4 e di 5 rispetto ad una direzione qualunque siano in tutto F inferiori ad un nu- 
mero assegnabile P. 

Buona parte di queste ipotesi si potrebbero molto notevolmente ridurre; ciò non- 
dimeno Ella vede come esse medesime siano ben poco restrittive, e restino al disotto 
di quelle che sono necessarie perchè il problema di minimo ch'io vo trattare si traduca 
nell'equazione differenziale (4). (La derivabilità delle funzioni Aj B non è supposta). 

Le considerazioni preliminari della mia Memoria, relative alla funzione mediatrice, 
si conserveranno invariate: basta osservare che anche qui si potrà supporre sempre 
|w| ^ (^ perchè, se, data una u arbitraria, si chiama, come poc'anzi, u* la funzione 
che da essa si ottiene sostituendo -f" W^ ^ — ^ ^i valori della u rispettivamente 
> + (^ e <C — W^y /("*) differirà da J(u) solo perciò che alcuni elementi diffe- 
renziali di J(u)^ o si saranno sostituiti con elementi nulli; dunque /(w*)^/(«). 

Una prima modificazione dovrà farsi al n° 28, poiché alla relazione (q) dovrà sostituirsi 



// 



BU(^xy\^)dxdy 



(?') ( ^ 



(i+Qy 



+ . 



r R 
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Per trasformare il secondo membro di questa relazione osservo che si può porre 
Aixy) = A(x'y') -f- A6t, B(xy) = B^x'y') + B6t, 



dove 



T = y (x — ly -jr (y — ■'i)' < ^ [corda massima di e *)] 
ed A e B sono rapporti incrementali di -^4 e di 5 secondo la direzione 

[xyr[x + Hx-i)-{-Ky-^)l 

Tenendo conto delle precedenti ipotesi può quindi scriversi 

AÇxy) ^ A(x'y') + ÖAP, 5(xv) ^ 5(.x'/) + OaP, 

e ragionando allora come nel n° 28 della Memoria, 

r R 

^(L±_?Z [JCdxdyJfeu{x'y')dldy, + OaP ffdxdy C f lu(x' y)dUr} 
r R r R 

^-i- f fdidrX f f%u{xy)dxdy-\-^xP C f Xu{xy)dxd^. 



R 

Si ha inoltre 



dunque infine 

(I + ey 



j ieu(xy)dxdy^N i ilu{xy)dxdy; 
*r r 



r R 

^{^+^'^-)ff'^<^y)dxdy. 

Riguardo al 2° integrale della (q') posso ripetere i calcoli del citato n° 28 della 
Memoria ed ottengo 



ff{^^)'^rfj,A^y)scnHx-\.BCxy)s,n'ìy]didr,<ix-\.6ya^T[^^^^^ 

±. Jfdxdy f f {^/- -^f)l'^^[A(xy)scn'lx -{. Bixy)sen'ly]dU^ 

<(i+<ìrg'k'Jf[Aixy)-\.Bixy)]dxdy<2^(i-^^yLxM^'k' 
a causa delle ipotesi (6). 



*) Si veda pel significato dei segni non definiti esplicitamente qui, la mia Memoria citata e par 
ticolarmente la Tavola dei segni. 
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* Supponiamo ora che la funzione u renda l'integrale J(u) sufficientemente prossimo 
al suo limite inferiore, cosicché, per tutte le u considerate. 



/(u)= Cfeudxdy^D, 



r 
dove D è un certo numero, e poniamo 

avremo, come nella formola (9) della Memoria, 

J[Uixy\^)]<J[u(xy)] + ^T. 
I Lemmi I e II dei n* 30, 31 si possono riprodurre nel caso presente, ove solo vi 
si mutino i segni A e v in B, cosicché, conservando a y) il significato analogo a quello 
definito in quel Lemma II, si avrà 



// 



Smdxdy <^ 6y\. 



Ma già precedentemente abbiamo rilevato che 

j jSmdxdy> N j j ^mdxdy; 
dunque anche 

/ / ^mdxdy <:^ jjrn. 

r 
Com'Ella vede, ho ottenuto cosi la formola fondamentale su cui poggiano 1 ragio- 
namenti del n° 33 e dei seguenti : é appena il caso ch'io Le faccia osservare qualche 
ovvia modificazione che a questi occorrerà ancor portare, come sarebbe questa che, nel 
n° 43, al luogo della disuguaglianza 

f fv(uv)dxdy\ Z, y f fludxdy. f f^vdxdy, 
si terrà conto dell'analoga 

r Cs(^uv)dxdy\ ^V f f ^udxdy. j jevdxdy; 

e che, per ottenere la formola analoga a quella di Grebn si dovrà naturalmente sosti- 

tuire m tutto il § io ai segm A e v " segno e al ^, A., cosxr -j- B^cosyr; 

e per giungere alla relazione 

X= I \ A^- cosxr 4- B^;— cosy r\ds = o. 
Jcl ^^' dy ^ J 

analoga alla (22) della Memoria, occorrerà osservare che, poiché il centro (a j) del cer- 
chio C può essere assunto arbitrariamente in F, si può supporlo tale che in esso e in 
tutto il cerchio A e B restino inferiori ad un limite determinato S : allora 

A ^— cosxr Z\/eSv. B -^ cos y r ^^ fËSv. 
dx — oy ^ — 

Rmd. Circ, Matem. Paltrmo, tomo XXU (190Q. — Stampato il 28 novembre 1906. $0 



394 BEFFO LEVI. 



onde si giunge alla relazione 



x<".i/^ 



dove S è Tarea del campo T. 

E con ciò si è anche in grado, purché le condizioni del problema lo consentano, 
di dimostrare l'analiticitâ della soluzione ottenuta : è ben evidente che la domanda non 
potrà farsi se non sono analitiche le funzioni date Ay B. 

Occorrerà, per giungere allo scopo, far uso di una soluzione analitica della equa- 
zione (4) la quale possegga una singolarit;\ logaritmica in un punto assonato: l'esi- 
stenza d'una tal soluzione è questione risolta. Mi richiamo perciò all'articolo del 
Sommerfeld nell'« Encyklopadie d. Mathematischen Wissenschaften » Il A 7 e, p. 515 
e p. 570 (Nachtrag). 

Non voglio maggiormente trattenerla su queste minuzie : io spero che potrò ri- 
prendere con maggior profondità l'analisi del metodo per applicarlo ad altri problemi 
di minimo analoghi e meno owii, e, massimamente, d'indole più generale. 

Mi permetta solo ch'io prenda l'occasione d'averla trattenuta, forse troppo a lungo, 
su questo mio lavoro per denunciarle una svista, di nessuna importanza d'altronde, 
avvenuta in un punto del tutto accessorio. Nei n* 6, 7, 8, 52, 53 ho usata una fun- 
zione definita dall'HAÄNACK, per mostrare mediante esempi la natura essenziale delle 
condizioni imposte al campo funzionale. Ora in quei n* si trova affermato che, nei 
punti di condensazione degli estremi dei segmenti di invariabilità diversi da questi estremi 
medesimi, la funzione considerata ha derivata determinata ed = -|- 00 . Questo infatti 
afferma I'Harnack, ma non e esatto, come già ebbe occasione di rilevare il signor 
ScHOENFLiES (nel suo Bericht ü. d. Mengenlehre, p. 168-169): in tali punti la derivata 
può invece essere indeterminata (però è sempre positiva) e -}~ ^ ^* il valore costante 
della derivata superiore. Ella vede che ciò non altera nemmeno una sillaba a quanto 
è detto nei n' 6-8; infirma invece la costruzione del n° 52 in quanto questa tende a 
costruire una funzione avente derivata in ogni punto e soddisfacente alle altre condizioni 
richieste nei n* 52 e 53. Però una tal funzione esiste tuttavia, e una costruzione ne 
ho indicata al fine della mia Nota Sopra le funzioni aventi derivata in ogni punto nei 
Rendiconti della R. Accademia dei Lincei *) : la si ottiene con tutta semplicità come 
somma di una funzione dell'HARNACK e di un'altra a cui s'imponga di avere deri- 
vata in ogni punto, e precisamente =: -f- 00 nei punti di variazione della prima fun- 
zione, senza preoccuparsi, riguardo ad essa, che siano o non verificate le altre condi- 
zioni accennate. 



Torino, 3 ottobre 1906. 

Beppo Levi. 



*) Voi. XV, 2° seni. 1906, pp. 410-415. V. particolarmente il n° 5, pp. 414-415. 
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